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coskAt coskB—coskC=

m, entier.

cos? A -4~ cos? B+ cos? G = — 2 cos A cos B cos C4-1.
sin® A+ sin? B+sin? G = 2 cos A cos B cos C+2.
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cotg §+cot° ——4co g§ = cotg 3 cotg -2—cotg 3"

B, G C. A A B
sin A cos B cos G +sin B cos C cos A—-sin C cos A cos B
= sin A sin B sin C.

cos A sin B sin C -+ cos B sin C sin A +cos C sin Asin B
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a® = b3+ ¢®—2bc cos A.
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177 a=pcos Ecos_
2 2
cosB——_c
b+c 2
178. e —
sin —
sinB_G
b—c 2
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cotg
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h._bcsinA_asinBsinC
s q sinA




22 ELEMENTS LINEAIRES ET ANGULAIRES

’ . B . C
stmé-smg
209. h = .

a

cos A
2

210. k; = 2R cos A = a cotg A.

211. %, = 2R cos B cos C.

2be cos;';-
2. |,= e

2b¢ sini;
2’3. l‘a= —l:c——o
214. I = be cos 2.

P2
s, r — 9 A

a =p(b+c) cosge

216. a® +b* 4+ c* =R(k, cos A + h;cos B+ % cos C).

27. r,=ptg=-

248. r, = (p—0) cotg-g- =(p—c¢) cotgg.

9 O

219. r, = 4R sin % cos B

5 cos
2

220. r,+r = 4R sin g‘cos B—;C




221.

222.

223.

224.

226.

227.

228.

229.

230.

231.
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. . A

Tg—1 = 4Rsm’§-
. G
r,-r; = 4R cos 3

r,— Ty = 4Rcos-gsinA;B-

a=1r t—B tg)
= a(g2+ 32 .

a sin E:;;in E
2 2

. re —ee

Ccos §'

a cos 5 cos
2 2

r =—-—

a A
€oS =
2

‘B c

r, = rcolg ) cotg 3

r,+ 15+ 1, = 3R 4 R(cos A -:cos B + cos C).
A B C

T, = abe cos 3 cos 3 cos 3 |

A B C_
ryr. colg 3 cotg 3 cotg 3= P.

. A
h, sm§

r—= .

2 cos g cos 3



24 ELEMENTS LINEAIRES ET ANGULAIRES

h, sin-ﬁ-

232. Tq = = .
. B . G
2snn—2-sm-§

hy— 2r h,
2%3. hq h -+ 2r, tg

=P8 _ _T |
234. AO' = = TR
cos—  sin

2 )
psingsing Zasin gy B G
235. AOQ' = = " =4Rsin2sin L.
COS-é- cos E COB—C- sin A . ) 2
2 2 )

__P _ T
236. AO, = =~

cos2 sind .
2 2

237, AGy= L —° ’bA .

sin 3 cos;
238. 00, = aA = 4R sin %.

cos o

Cc

239. 0.05 = = 4R cos §-.

sin-z—

240, 9. sin A 4 9e9a sin B + 9a9s sinC = 0.

24. VEOOS +\/q,,cos +\/—cos
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242, SzbcsmA‘
2
a? sin B sin G
3. 8= 2sin A
__abe? sin (A—B)
244. S = S — 5
_(a*—b*)sinAsinB a* —b*
8. 8= (A—B)  2(cotg A—cotg B)
al_'_b!___cl
6 S=—FB—c
T
247. 8 = gV a'b'c* sin A sin B sin C.
A, B C
= pt — P —
248. S=p tg2tg2tg2
abe A B c
24!_). S_7cos§cos-§ cos o-
A . B .
250. S = \/abep sin & sin > sin ©.
abep sin g Sing sin g
- r
o S—cotg.é—i—cot B cot g
gm0 g ey
a!_*_b!_'_ck
25 . S= .
2 4(cotg A+ cotg B + cotg C)
3 i 2 gin
253, g=2 sin 2B + 62 sin 2A

4

25



26 ELEMENTS LINEAIRES ET ANGULAIRES

254. S = 2R* sin A sin B sin C.

255. S = Ra sin B sin C.

. A. B _C
256. S = 4Rp sin g sin g sin g

357. S = ;—(a cos A+ b cos B+‘c cos C)-
258. S = Rr (sin A +sin B+-sin C).

259. S = ga- [sin® A cos (B—C)-+sin® B cos (G—4)

~+ sin® C cos (A — B)] .

260. S =Rk, sin A.

261. S= SLR (a’h; coséc A + b*h; coséc B+ c*h; coséc G) .
m3 -+ m3 4+ m3
262. S = .
3(cotg A + cotg B+-cotg C)
' 2 sin A sin B
263. S = 3 (m}—m;) SnA—D (A—B).
1 . A 1 —
264. S—éla(b+c) sin §_§laacos 7
1 A_1, _B—C
265. S=§lia(b—c) cg_s§ =§lma slnw g >0
A B c . :
— e e =
266. S =1 cotgzcotggcotg2 o .
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A B, C
267. 8 = r2 colg -2-.tg 3 tg 3
A .
268. S = 7 cotg 3 ~+ 2Rr sin A.
269. S =rr, cotg %
270. S =1y, tg %

__r*{sin A 4 sin B 4 sin C)?

M. s 2 sin A sin B sin C

i -
- 2712. S = Z\/2"-0b00'0°0“'0“0b- sin A sin B sin C.

973, 5 — (P—a)fsin A+ (p—b)sinB+(p—c)sin G

A B C
in? — < sin? — in? =
2(sm 2+sm 2+sm 2)






DEMONSTRATIONS

ELEMENTS LINEAIRES

La formule 1 est établie dans tous les traités de géométrie.

Formule 2.

2
hy = ZVp(p—a)p—b)p—o)

A Dans le triangle rectangle ADC, on a
3 -—3 =3

AD" = AC —CD;
pour calculer CD on se sert de l'égalité

B D .C AB’ = AC' +BC' — 2BC X CD,
ou
. ¢ = b+ a*—2a X CD.
On en tire
2 2 __ 2
cp= e,
2a

en remplagant dans la valeur de AD' , on obtient
B g (@B —c)  datt —(a® 48— )
. 4a? - 4a? ’
Nous avons au numérateur une différence de deux carrés ;
on peut donc écrire
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B — (2ab + a® + b* — c*)[2ab — (a* +6* — ]

o fa?
_ [(a+0)—cfe! —(@—b)]
4a?
_(a+b+c)a+b—c)c+a—b)c—a + b)
= o

En posant a+ b 4-¢c = 2p,
on obtient b+c—a=2p—2a = 2(p — a),
c+a—b=2p—0b),

a+b—c=2p—c),
et par suite .

s 4p(p —a)(p—b)(p—¢) ,
a — a’

d’ou

2
ha= ~\/p(p — a)(p— b)p —©)-

Formule 3.
S =Vp(p—a)p—b)p—o).

On obtient cette formule en remplagant h, par sa valeur (2)

dans la formule S = %aha ).

Formule 4.

= pr.

L’aire du triangle ABC est égale
a la somme des aires des triangles
0'BC, O'CA et O'AB. Or, ces trian-
gles ont pour hauteur commune
le rayon du cercle inscrit, leurs ba—




e _aad
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ses sont les cétés du triangle ; on a donc

ar
S=3+

br er (@a+b4c)r
gt =g — M
Formule b.

. \/(p —alp—bp—c),

De (4) on tire

p

S

r=->

P

et en y remplagant S par sa valeur (3), on a la formule de-

mandée.

Formule 6.

2Rh, = be.

Menons le diamétre AE du cercle circonscrit et tirons BE.

V%

Les deux triangles rectangles ACD et -
ABE sont semblables, puisque P’angle
BEA est égal a I'angle DCA comme
ayant méme mesure. On a donc

AB AE

A—I)-_‘__Xé’
ou AB X AC = AD X AE,
bc =2Rha‘-
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Formule 7.
"abe = 4RS.

. Multiplions par a les deux membres de la formule 6; on a
abe = 2Rah,,

.

el comme 285 = ah,, il vient la formule demandéc.

Formule 8.
be + ca+ab = p* +r? + 40r.

De la formule 5 on tire, en élevant au carré les deux mem-
bres,
pr* = (p—a)(p—b)(p—c)
= p* —p*(a+ b + ¢) + p(be + ca—+ ab) — abe,
ou, en remplagant a-+b—+c par 2p, '

pri=—p +p(bc+ca+ab)—abc
Or, la formule 7 donne
abc = 4RS
ou, en tenant compte de 4,
abc = ARrp.

Remplagons abe par cette valeur dans la formule précédente,
divisons par p ; on obtient

r? = —p? 4+ bc+ ca + ab— ARy,
ou be + ca +ab = p* + r*+ 4Rr.
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Formule 9.

@t b4 ot = 2p* — 2r2 — 8Rr.

On a o Co L BRAGR I
a4 b6+ e = (a + b +c)* — 2(bc +ca +ab).
Remplagons a+b-+c par 2p et bc—+ca-4ab par sa
valeur déduite de la formule précédente; il vient
a? 4 b? + ¢V ="4p* —2(p*+ r* + 4Rr)
= 2p*—2r* —8Rr.

Formule 10.

i ’ P A T l ,...l' )’.4_‘
. VW= ).
(h +h,,+h,)( +h * ) -(a+b+c,(a+b+ c)

. Remplaéons'dans le premier nombre A, kA, A, i'espective-
25 28 2S

ment par ) T - H expressnon devient

25 2s 28 14 A\,
)(es MR 2s> zs(‘+3+'c'>2‘s(“+',"*‘f)

a

(4 1 1y,
_(a+b+c)<(—;+-z~+?).

Formule 11. o
o be +ca +ab
he+by+hy= ——— -
. .‘ “+ b_+ 3R
De 6 ontire .. - . hye= — . S

Rel. ent. élém. triang. 3
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puis les deux formules analogues

k=
® 9

' b
h=2%.
< 3R

en gjoutant, on a la formule demandée.

.Formule 42,

vtaA tb tc »
71—+7l-b+il———"-

a (4

_Soit M un pomt quelconque situé & l'intérieur du.triangle
“ABC. Les deux triangles
ABC et MBC ayant méme
base BC sont entre eux
comme leurs hauteurs ;

;)

donc
(3) C(2 MBG f, f
| < ABC B, |
"(2)/ B C\\ (3’ = Onademéme . .
.‘ .. L ABC hbv
MAB - ¢,
ABC — K

En ajoutant ces trois relations membre & membre, on a
MBC+MCA—+MAB ¢ &4 ¢

a
ABG = thTH
t t t .
ou .ﬁ+_.b .f:‘é_B_G_-:{.

h

a

h, "k, ABG

SN
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ReMARQUE. — Cette relation n'a plus lieu si le point M estd
Textérieur du triangle, car dans ce cas on ne peut écrire

MBC -+ MCA + MAB = ABC.

11 importe alérs d'indiquer comment la formule 42 doit étre
modifiée. Pour cela, on peut observer que les trois cétés du
triangle divisent le plan en sept régions ; la région intérieure,
puis six autres régions extérieures, que nous désignons par les
numéros (1), (2), (3), (47, (), (3).
Pour tout point M, de la région (1), on a
M,CA + M,AB — M,BC = ABC,

ce qui donne, en tenant compte des relations (A), exactes pour
tout point du plan, .
., t

t
a ] ]
..._’.':_g_h_&_;.’z. 0.

On aurait des formules analogues pour les points des régions
(2) et (3). _

Considérons maintenant un point M; de la région (1). On
voit aisément que

:BC— M/CA — M;AB = ABC,
d’ol1 'on déduit
t, ot

h, h, h,

=1,

On péut obtenir une méme formule pour tous les points du plan
& l'aide de la convention suivante :

Désignons par ¢, un nombre algébrique dont la valeur absolue
soit la. .distance du point M au cdté BC et dont le signe soit le
signe + si le point M est par rapport & BC du méme edté que le
sommet opposé A, et le signe — dans le cas contraire ; en suppo-
sant que !, et ¢, soient des nombres algébriques analogues, on aura
la formule 42 quelle que soit la position du point M dans le plan.

Les nombres ¢,, t,, t, ainsi définis sont appelés les coordonnées
trilatéres du point M. :

'
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" Formule 13 L
. Y, h’ + by + b, h,) = a‘+b’+c’

mlh o T On a la relation

BE —AB - AC — 2AL><AD" .
ou
% = ¢ 4 b% = 2AC < AD.

Mais le quadrilatére HDCD' étant ins.
* criptible, on a
AD'><AC = A< AD = h hge

Donc P P gt
hh = 59,
De méme, “ 12'
L : h"h;‘:‘c’_—’-y’
. hck;= a,_.‘_;,f_ca, |

et, en ajouté.nt,
hohl < hyhy -+ h b, 4
C’est la formule demandée. :
Nous avons supposé que le triangle n’avait que .des angles
aigus. Supposons maintenant que-1'an-.
o - gle A soit obtus. On aura
< " BG = AB'+AC + 2AC < AD,
N : S d’od I’on déduira
. ’ PR JEap |
hoh, = — b +¢; a
Mais on a comme plus haut
L, G ar—b
hoby = ——g—
, _ a4-br—¢t
he=—""9— .

a‘+b'+c";
3 :

Ix
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on en déduit , :
2 2 ¢ ] Lo
- ol 4 bk —+ hoh) = 2 E st

2

-

La formule 43 n’est donc vérifiée que si le triangle n’a que
des angles aigus ; dans le cas ol le triangle a un angle obtus,
il faut metire le signe — devant celui des trois produits qui
correspond A ’angle obtus.

On peut aussi rendre la formule 43 générale & condition d’y con-
sidérer A, h;, h, comme des nombres algébriques qui seraient les
coordonndées trilatéres du point H par rapport au triangle obtenu
en menant par les poinls A, B, G des paralléles aux cotés opposés.

On wérifiera sans peine que toutes les formules suivantes ou figu-
rent ces quantités sont générales avec ces conventions. ‘

Formule 14.

LAY = WA = hIK.

Les quatre points B, C, D' et D" (figures précédentes) sont
sur un cercle; donc

HB >< HD' = HC >< HD",

ou - |
- R = g

et en considérant le quadrilatére- inscriptible CADD, on
aurait : -
RB, = h k).

La formule 14 est 6tablie.

Pour que ceite formule soit générale, en y considérant A, &;
et.h, comme des quantités algébriques . affectées de signe, il est
nécessaire d'y considérer aussi kg, h;, h; comme des nombres
algébriques. , '

On supposera que h;, k3 et h; sont les coordonnées trilatéres du
point H. (Voir 42, Remarque.)
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- Ainsi, dans la seconde figure du ne 43, A} sera positif, &, et -A¢
seront négatifs. On aura toujours
: h, = h,+hy.

Formule 15. ‘ S
hih, = 2RA7.

Soit F le point ol la hauteur AD rencontre le cercle cir-
conscrit. Les deux triangles BHC et
BFC sont égaux, car ils ont le c6té BC
commun ; en outre

CBF = CAF, (méme mesure)
CAF = HBC,

. comme complémentaires du méme an-
gle. C; donc

C/B?‘ = H/BT] ;
" on verrait de méme que
BCF =HCB.

Ces deux triangles étant égaux, les-cercles qui leur sont cir-
conscrits sont égaux. Or le cercle circonscrit & BFC est le
méme que le cercle circonscrit au triangle ABG ; il en résulte
que le rayon du cercle circonserit auw triangle BHG est égal
a R, et en appliquant la formule 6 a ce triangle, on a L

HB X HC = 2R X HD, .
. hyX k= 2RA].

ou
Catte formule subsiste dans-tous.les cas, en tenant compte dé§
signes. - R ) o
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Formule 16.

Kb+ hoh: -+ B = OR(K, + B+ k).

Il suffit d'ajouter la formule 48 aux deux formules ana-

logues :

hik! = 2RA],
K.h; = 2R

7 Formule 17.
h;’h’,,’h;’ = 8Rh7ALAC.

On multiplie les trois formules qu’on a ajoutées dans le nu-

méro précédent.

Formule 48. -
ha, = gka;

I et I' sont les milieux de BC et
de AC. Les deux triangles ABH et OII'
sont semblables comme ayant leurs
cOtés paralléles, et comme II' est la
moitié de AB, on en conclut que OI
est la moitié de AH, c’est-3-dire que

ha' = 2k,.
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Formule 19.
al+ hl =0+ h? = c*+h2 = sR2,

Dans le tmangle rectangle OIC (ﬁgure précédente) on a
- OC =Ol —I—lC,
R:= A2 + -
Chassant le dénominateur et tenant compte de 18, il vient
4R? = a® + b2

On établit de méme que ‘
4R? = b2+ h =c* + B2,

Formule 20.
by + hy+ hy=2(R+r),

En tenant compte de 48, on peut

écrire cette formule
kot ko +k=R—+71);
c’est sous cette forme que nous allons
établir. ‘
, ‘ Dans le quadrilatére inscriptible
B ‘ C AI'Ol", ona
, v OA < I'l" = AI'>< OI" + AI' <X OF,

ou

»

" a b c
ou
. . bk, 4+ cky = aR.
On‘a de méme
A
ck, + ak, = bR, ®

aky, + bk, = cR.
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Ajoutons membre 3 membre; il vient ‘
ko(b+ ¢) 4+ ks(c + a) 4+ k,(a+ b) (a+ b+c,

qu’on peut écrire . .

(ka—+ ks + k)@ + b+ ¢)— aky— bky — cke = (@ +b+c)R,
ou

20(ks + ks + k) = 2pR + ak, +bk,,+ck

Or écrivant que 1’aire du triangle ABC est égale & la somme

des aires des triangles OBC, OCA et OAB, on a

ak, ~+ by + ck, = 28 = 2pr;
en remplacant, on obtient, aprés avoir divisé par 2p,
ko +kyke=R4r.

REMaRQUE. — Cette formule n’a lieu que si le triangle n'a pas
d’angle obtus. Dans le cas ol I'an-
gle A est obtus, le point O n’est
plus & l'intérieur du triangle, il se

. trouve dans la région (1) (figure du
n° 12). En considérant toujours les
quadrilatéres Ol'AI’, OBI'I et OCI'I,
on obtient les mémes formules (A),
ol k, est remplacé par — 4,

Observons aussi que dans laméme
hypothése on a '

— ak, bk, +ck, = 2S;

on obtient alors la formule
—k,+ ky+ke=R4r.

Si I'on suppose que k,, ks, k. représentent les distances dy
point O aux trois cdtés affectées du signe + si le point O se trouve
par rapport & chaque c6té dans la méme région que le sommet op.
posé, et du signe — dans le cas contraire, en d'autres termes que
Ka, ks, ke sont les coordonnées trilatires du point O (12), on aura
toujours

k.+kb+kc=R+T-
Remarquons de plus que si Ry, h;, B¢ sont les quantités algé-
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briques définies au numéro 13, on aura dans tous les cas
' : , h, =2k,;
car on veil aisément que A, et &, ont tou;ours le méme 51gne on

aura donc la formule
hj+ hy + h; =2R+ 7).

N Formule 21.
a(l:b—‘&?kc)ii-b k +k )+c(k +k) = 2pR.

.. 11 sulfit d’ajouter.les retations (A) du numéro 20.

N

“_ Formule 22,
(kR +hik) = be.

\
\

Re{nb}aédns dans le premier membre k, k,, k, par les va-
leurs égales %, ’.;ﬁ ef : ke (18) on obtient

4(kR+kk) 2k R + hh,
mais de 45 on déduit. _ :
e hyh, = 2RA ;
donc B ‘ '
c oo A(kR-RE,) = 2R(K, +h’) 2Rh
et en tenant compte de 8, ’
4(/: R+k kc) = bc

P A W ., 3o v
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- Pormule 23. .
A(kyk, -+ K, + k) = be - ca -+ ab— SRE + 7).
On peut écrire .
& kg, + k Ry~ k k) = byl +h,h,+h,h,, S (18)
ou, en tenant compte de 16, 4
4("»’% + k4 k k) = SRR+ h’ + k) : ;
' = 2R[h,+h,+h --(h'+h,,+h’)]
Or, les formules 44 et 20 nous donnent .

hythy-h, = bc+;;.+ab

R+ hy +h, = 2R+r);
en remplacant, on' a ‘
Ak + ki, + kky) = be +-ca -+ ab—AR(R +1).

- Formule 24. :
A(hk, + by +hok) = a* 4+ 8+ %

.

C’est la formule 43 ol Pon a remplacé &, A, et A, par

leurs valeurs. tirées de 48. .

. Formule 25,
AR B R = 120 —(a? +b1et),

Dans le triangle rectangle OIG oh'a
k3 = 4R'—a?,
3k} = AR — D7,
" 4k2 = 4R*—. B
. En ajoutant membre & membre, on a -
la formule demandée.

-
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Formule 26.

o2 - ¢\ _- abe
A (k‘.*i-t““E)“ Faboke

On peut écrire cette formule, en chassant le dénominatetﬁr,
Aakike + bhcky =+ choky) = abe.
Or Akyk, = h,h, = 2R, (48 et1B)
On a donc ' ' ’
- H{akeke~+ bk-ka+ ckaky) = 2R[ahg + bhy —+ ch].
Mais ahg + bh; +ch; est égal a 28, en considérant I’aire du
triangle ABC comme la somme des aires des triangles HBC,

HCA et HAB. Le second membre de la relation devient donc
4RS ou abc, d'apres 7.

Formule 27.

k,,(i—.l-f-)+/€b<£ +i> -+ Icc(.E +£) = 6R.
c.” b a ¢ b a

" Les triangles' ABD' et OBI sont semblables, car ils sont rec- .
tangles, et ’angle BOI qui a pour mesure la moitié de ’arc BC
est égal a ’'angle A du triangle ABC;
: ‘donc ona
A . A Oor

= —

c R

A d'olt Pon tire
AD' ¢k,

De méme,
ak,

R

)

DC =

.
3
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en ajoutant, . N
cky+a

R ='.—bv
IR a _
ou 3k¢+zl.¢_ﬂ.

On obtient de la m&me manidre les formules suivantes :

LY =R,
. C - c '

il"o: -+ iI"b =R,
.a a -
En ajoutant ces trois relations, on a la formule demandée.
La démonstration est'supposée faite dans le cas ol les trois
angles sont aigus. On la modifierait aisément dans le cas d'un
angle obtus, et on démontrerait que la‘ formule subsiste avec
les conventions de signe dont nous avons parlé au numéro 20.

!'ormule 28

m, = — ,/2 b’+c§5

Dans le triangle ABI, ona .
AB® = AI" + B’ +- 2BI < ID.
Dans le trlangle ACI,
AC =Al'+TI'— 2CI><lD.
' En aJoutant il vient
AB'4-AC" = 241 +2CI',
ou
ai
b+t =2m{+21—;
...onen fire

" [ . bl_‘_ci a.
. mg =

2 &
: {
ou - img -_f-i\/i(bf+c*)—af.
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«‘ E‘ormule v29.
i = @ O o),
Do ' — oo
De la formule 28 on déduit
1., .. 14
2 L (h2 3) e —a2d,
mi = 2(b -+ ¢?) i
On a de méme A
' mg = £(c’+-a')—--i’b',
m? (a' b’)—%c’.
AJoutons ;.11 vient : o
N mg +m6+ m! [Q(al —+ b’ +C’)] — i(a! +b! + c!)

= i(a- + b1 4cY).

Formule 36.
m, = om;,

Menons les médianes BI' et CI’, qui se coupent en G, et
joignons les milieux J' et J* des seg-

_ ments BG et CG.
Les. droites I’ et J'J", joignant les
milieux de deux cdtés dans les trian-
gles ABC et GBC, sont paralldles 3

) G
BC et égales & -B—— Donc la figure

I'1"JJ* est un parallélogramme ; ses
dlagonales se coupent en parties égales ; donc

et Ia formule est établie.
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REMARQUE. — On s’appuie sur cette propriété pour établir
que dans un triangle les trois médianes-sont concourantes.

En effet, nous démontrons que la médiane CI' passe par le
point G de la médiane BI, tel que GB = 2GI'. Un raison-
nement semblable servirait & démontrer que la médiane issue
du point A passe par ce méme point G.

Formule 31.

R I, =- j_c\/p(p—a)bc.

Menons la bissectrice AL, qui rencontre le cercle circonscrit
en N, milieu de I'arc BC. Les deux trian-
gles ALB et ACN sont semblables, car ils
ont les angles en A égaux et.

ANC = ABL,
comme ayant méme mesure. Donc, on a
AB _ AN ‘
AL = AC’
ou ABXAC=ALXAN= AL(AL+LN)__AL +AL><LN.
Or AL X LN = BL X LC;
donc AB X AC = AL’ ++BL X LG,
ou AL’ = AB X AC—BL X LC.
Or,'ona" ;EL'=C—[‘___B(_“'___.
AB~ AC ~ AB+AC’ _
on en tire -, o
BL=bf:c, Lc=b<:_c,

et la valeur de AL’ devient
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t—a__ atbe _bc[(b+c)z_.;al|'
A AL _bc—(b+c)’ —' (b T
L I,_‘_bc(b+c+a)(b+c—-a)_ltbcp(p—.a).
S o = Gwo .
L= ——\/p(p——a)bn .
Formule.32.
2 -
lga=b——_—(:\/(p~b)(1?fc)bc. o (b>c)

Menons Ia blssectrlce extérieure AL, de I'angle A ; elle ren-
’ - contre le cercle circonscrit.au
point- N;, diamétralement op-
posé au point N. Les deux
“triangles ACN; et ABL sont

" . semblables; en effet,

NAC= BAL,
_ ' puisque AL, est bisseetrice ;
“ N ensuite '
‘ ANC="ABL,,

comme étant supplémentaires del'angle ABC. On a donc ™

AB _ AN,
AL, AG’
ou ABXAG=ALXAN, = AL; (L:N,—AL,}= ALXLN, —AL”.
Or, AL X LiN; = LiBX L,C; Co e
donc AB X AC = LB X LC — AL!, o
ou | AL = LiBX L,C—AB X AC. ’

Or, ona AB=AC AC—AB
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ac ab *
e P

et la valeur de m devient

On en tire LB =

—3 _ . a‘c __ bef[a* —(b—c)?)

R e A T
b= be(a+b—c)(a—b+c) Abc(p——b)(p—c)
e = (b—c)® = (b—re)?

2 o ————————————
L = 5 Vbe(p —b)(p—0).

Formule 33.
40t = B(b +c)* 4B, (b—c).

Remplagons # et }§, par leurs valeurs, déduites des formules
31 et 32 ; tout revient & démontrer la relation
4b*c® = Sbep(p — a) + 4be(p —b)(p —¢),
ou be=plp—a)+(p—b)(p—o)
Or, plp—a)+@—b)(p—c)=p*—ap+p*—pb+c)+be
=2p* —pla+b--c)+ bec = be,
ce qui établit la formule.
Mais on peut aussi établir cette formule géométriquement
sans calculer /,, ni [,,. _
Menons par ]e pomt B des paralléles BR et BS aux deux
bissectrices. Les triangles ABS
et ABR sont isocéles, puisque

R les cotés BS et BR.sont res-
A . pectivement perpendiculaires
S aux bissectrices des angles
opposés. Donc AB=AS=AR.
I, B L [ Par suite

RS=2¢, CS=:b—c, CR=b+-c¢.
Rel. ent. élém. triank. 4
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Or, on a
BS S BR_GR .
AL,  CA’ AL CA
On en tire . . Y
(b—c)y, b+c)l,
BS=—b——- BR = T

et dans le triangle rectangle SBR, on a
B_S"—i—B_R' = i{_S’ = 4et.
En remplacgant dans cette relation BS et BR par leurs valeurs

calculées, et chassant le dénominateur 4*, on obtient la for-
mule demandée.

Formule 34.
1 1 1
all g, e » @>6>0).

Dans le triangle rectangle ALL, on a, en égalant deux
expressions de la surface,

AL X AL, = LL, X h,.

Or,
. ‘ac ac
/m LL,—BL—{-BL.—m-i-b_—c:

L, B L c d’aprés les valeurs calculées aux
numéros 31 et 32;
donc
2abc
LL = m—xe

ot par suite
2abch,

ahe =i "
On en tire -
1 = b
all,, ~ 2a%ch, ~ 4abcS’
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1 at —c?
et de méme m; = TaieS "
1 e
el l,, “4abeS’
On en déduit
11 4
all,, bhly, el l, -

Formule 35.
al;’\—}— bl 4+ cl;’ = abe.

Menons la bissectrice AL, la hauteur AD et abaissons O'K

perpendiculaire sur BG. Ob a
: O'L AL AO'

0K~ AD — AD— 0K’

ll

o o t o :
O
Z ‘ On en lire

- la(ha—r) r
!

« hd a

EA
‘llgﬁ

r e o
Or, on a K= puisque 2pr = ah, = 28;
1, +¢)
1 a a
et en remplacant /, par sa valeur (34), il vient

. _ \/ilp—a)be
Ia — “T.

On aura des expressions analogues pour I, et I, de telle
sorte que
T »-
al? + bl 4l = > [p —a—'|—p—6+p—c] = abe.
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Formule 36.

Lhl _ b+ e)e+a)atb)
T abe

De la relation (A) du numéro précédent on tire

l; ha—r ha 2p
- =——41=—=—1,
4 r r
on l:;_;b—l—c
L oal
: £
de méme, ' —f =*e
. [ )
—»g_,__a+b
r— e

Multipliant membre & membre ces trois égalités, on a la for-
mule demandée.

'"jl‘ro'rrmule,‘ 317.

(A __abe

o= e

r p

Nous:avons obtenu dans le numéro 35

On a de méme
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Faisons le produit : :
—alv—b)p— i ab —b)(p—
rry =\/(p a)(p: b)s(p c)aib’c _f_‘i\/(P—a)(P b)(p—c¢)
p p p )
ou, en tenant compte de 5,

, __ abe
l'nllblc' = 7"
ou
- balele _ abe .
r — p '
Formule 38.
/P =8)p—0)
Ta = \/“'—5:—'
On-a
tr. ABG =-tr. 0,CA + tr. 0,AB — tr.0,DC,

ou

S =.%[_b{.—c—a] =(p—a)r,.
On en déduit

= _S5 _Vplp—a)p—8p—c) _ \/p(p—z)(r—-d.
p—a

p—a p—a
Formule 39.
abe
Rr = 4—p:'
b
Ona R=5 @)
S ‘
r = E. . . (4)

En multipliant membre 3 membre, on a la formule demandée.
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Formule 40.
Rr = __abL_.
¢ 4p—a)
abe
Ona Il = z—s-v (1)
S
ra - P _a’ . (38)

Multipliant membre 3 membre, on a la formule demandée.

Pormﬁle 41.
r, = (p—b)p—o)

On a P — \/(P—a)(l’ ; 1')(17 — 0)' (5)

r __\/p(P'—b(p_c) ) (38)

11 suffit de multiplier membre & membre.

Formule 42.
Ta__P_.
r p—a

Cette formule résulte des relations
S=pr=(p—a),. (4 et 38)
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Formule 43.

() (- (2)

a= P .
r p—a’
donc
,
Z_41= d —14i = a
. r p—a p—u
de méme
Ty b
7——‘ = };—;—b'v
_c._i—_- ¢
r p—c¢

En multipliant membre & membre, on a

() (“‘>(r )= —a—a~ = (9

iR

On en déduit la formule demandée.

Formule 44.

—-— ;ns
Tyle H Tl + 7l = P

Ona ry=—, (38)




56 ELEMENTS LINEAIRES
d'ol a M
o T, = e— = (p—a),
b e (p——b)(p—c) ’(P a,
de méme, rr,=pp—2>),

r.ry = p(p—c).
En ajoutant, il vient )

rbrc+rcra+rarb = P(P—a)+P(P—b)+P(P—C)
= 3p*—p(a+ b+c) = 3p* — 2p* = p.

Formule 48.
LU ‘
r P

S S S

e _p—a p—b p—c¢ pS*
O = =
ey S p—a)(p—b)p—o)
P
—PEe—ap—8p—9) _ .
(p—a)p—20)lp—c)
Formule 46.
rrbrc + / rrcra + rrarb — P
ra rb rc
s _8 8
na We_p p—bp—c__ Sp—a
Ty S  ple—b)p—o)
p —a

_pp—ap—b)p—0) _
plp—0bl(p—c¢

(p—a).
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Ty
Donc ¥ —p—a;
ra
y rrr
" de méme, 2 =p—b,
s
rrr
b
et - T =p—ec.
” p—

En ajoutant, on obtient la formule demandée.

Formule 47.
1 1 1 1
== ==t —
r r, T, T,
On a (38)
1 1 1 p—a p—b p—c p_ 1
ra+rb+rc_ s s TT§s TsTr
Formule 48.
(r6+rc)(rc+ra)(ra+rb) — iR
P T+ 1,0, -
On a . .
oy S + S _S@p—b—c) aS
v T p—b" p—c (—bp—c) b—=0—0c

On calcule de la méme maniére r,+r, et r,-4r,;
faisant le produit on obtient '

57

en
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beS?
(1) (et 1e) (latrs) = — a)‘(: _c. b)¥p—c)*

__ abcSp(p—a)(p—b)(p—0)
(p—a)(p—6)*(p—c)

_ abepS __abeS__abepr
~ (p—a)p—b)p—e) 1
__ abep

r
D’autre part, la formule 44 nous donne
Pl Ty, = pt
On en déduit :
(rb +rc) (rc+ra) (ra+rb) _ abe _ gb_c — 4R °

LA o O o pr S

Formule 49.

a b c\/a+b+c
(—-+—+—)(-—i—> = 4.
rery, r\r,ry1,

Ona
s b c_dp—a+bp—b+ecp—c
s« s e S
_ platb4c)—(al+b+cf)  2pi—(a’+bi+c?)
- S . - S
D’autre part,
a+b+c %
. - Q S ‘
L o % ak S + + 3
p—a p—b p—c .

- 2p(p — a)p—b)(p — )
~ Sle—ob)p—c)+@—e)p—a)+(p—a)p—0)]
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283
= S[3p* — p (2a + 2b + 2¢)+bc + ca + ab]
. 28
T —p'4-betca+ab

On en déduit

a b c) a+b—+ec 2[2p® — (a® + b2 +c?)]
— == ( >= 5 —
r, ryry T, —p+be+ca-a

\ra ,'C

Or, il est aisé de voir que
2p* —(a® +-b*+-¢*) 2
—p*+bc+ca+ab ™ 7’
ou 4p®=a’+ b*+c*+2(bc+ ca+ad) = (a+b + )
' b
Donc (2+£+c)(u>=‘.

T, Py T )\r r 41,

Formule 50.

_ T4(Ts + rc).
P

a

On a vu, au numéro 48, que

aS
o T =g
On en déduit
ra(Ms+7,) S aS _ aS?
P p—ap P—0@—0 pp—ap—olp—o
=% _.

St
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Formule B1.

r,4ry+r, = 4R 41

S aS

~0Da rb+rc=p—b+p——c=(p—b)(p-—-—c),
po—p— S 8 _ a8 |
¢ p—a p plp—a)

- Ajoutons membre & membre; il vient

ra+rb+rc—‘7‘ :aS[

1 1 J
P—0p—o  pp—a)
= ogPP—a)+(p—blp—c)

plp—a)lp—b)(p—c)

2p* —p(a—+b-c)+be
=aS. .
52
__abc (7)
=3 = 4R. _ ‘

On en déduit
r,+rs+r, = 4R 41,

On peut établir cette formule & P’aide de considérations géo-
métriques, qui nous donneront en méme temps quelques pro-
priétés remarquables des cercles inscrit et exinscrils.

Nous ferons auparavant les deux remarques qui suivent.

ire REMARQUE. — La droite qui joint les milieux des ctés non
paralléles d'un trapéze est égale & la demi-somme des bases si le
trapéze est convexe et & leur demi-différence si le trapéze est
concave.

Soit MN la droite joignant les milieux des cotés non paral-
leles AC et BD. '

Tirons AN, qui rencontre CD au point E. Les deux trian-
gles ABN et NDE sont égaux, car les deux cotés égaux BN et
ND sont adjacents & des angles égaux ; donc AB = DE.
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Par suite, si le trapéze est convexe, CE est égal 4 la somme
des bases ; si_le trapeze est concave, CE est égal & la diffé-

A B A B

M N M

S D E D E C

rence des bases; et comme MN est la moitié de -CE, le théo-
réme est démontré.

2¢ ReMARQUE. — La longueur de la tangente issue d'un des
sommets A, B, C a lun des cercles 0', 0, O, O, estobte-
nue en-prendnt dans le tableau ci-dessous le nombre qui se trouve
4 la fois dans la colonne horizontale placée en face .du sommet
d'oti 'on méne la tangente et dans la colonne verticale placée au-
dessous du centre du cercle auguel on méne la tangente.

A |p—al p |[p—cip—0

B |p—blp—c| p [p—a

C [p—c|lp—blp—a| p

Nous nous appuierons sur ce que les tangentes issues d’un
point & un cercle ont méme longueur.
Considérons d’abord le cercle inscrit O’. On a

AK'+ AK' = AB—+AC — BK’— CK'=2p—2(BK +CK) = 2p — 24,

ou :
2AK' = 2p — 2a,

FAN AK' = p—a = AK".

A
K’ ‘
‘ On verrait de méme que
A ) BK' = BK =p—9,

B K ¢ CK'= CK = p—ec.’
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li’our le cercle exinscrit O,, on a d'abord .

AK{ 4+ AK{ = AB -+ BK{ + ACG+- CK{ = AB+- AC + BK, +CK,,

| 2AK{ = 2p,

AK{ = AK; = p.

En outre, :
BK, = BK] = AK| —AB = p—c¢,

et a

CK, = CK| = AK; —AC = p—b.

La démonstration est la méme pour les
autres cercles exinscrits.

11 résulte de la 2° remarque que BKi =CK =p—c et

CK, = BK, = p—a; par conséquent le point I, milieu

O

NI

03

de BC, est aussi le milieu de KK; et de K;K;. Dés lors, la
droite NN’, perpendiculaire & BC au point I, rencontre les
droites 0’0, et 0,0, en leurs milieux, qui se trouvent étre
ainsi les points N et N'.

On a donc O'N = O,N et O,N' = O N
Mais, d'aprés la premiére remarque, en considérant le trapéze
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concave O'KO_K,, on a
N — 0K,—0K _Ta"
= 3 i
De méme, dans le trapéze convexe 0,K,0.K;, ona

06K2 + OcKs T+ T,

2 T2
En ajoutant, il vient
oor r,t+r,—7r
ING+-IN' = 2R = _ai_béc—'
ou o rutrytr, = 4R 41

C’est la formule demandée. .
Remarquons que le triangle 0'BO, est rectangle ; BN étant
une médiane, est égale a la moitié de I'hypoténuse ; donc
~ BN=NO'=NO,,

. De méme dans le triangle rectangle 0,BO,, BN’ étant médiane,
on a

BN = N0, = NO,,

Formule 52.
r -+ fb -+ rc _—;41‘a
bom—g—

IN'—IN

7"
Or, dans le numéro précédent, nous
avons démontré que

Ona k,=0I=

r,4r
IN' = 62 5,

r,—r
IN——T-

En prenant la demi-différence, il vient
IN—IN 7r4r+r.—7,

2 i )
Cette formule subsiste méme si &, est négatif.

k, =
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Formule 53.

at = (ra— r)(rb—i- ).

On a (fig. précédente)

BI' = IN X IN,
a r,—7r ry+7,
) —_ = — , (B
" 1 R 51)
©ou - at= (ra——r)(rb-l—'rc),
Formule 54.

al+ (r,—r)* = 4R(r,—1).

Dans le triangle rectangle BNN, on a (fig. précédente)
BN' = NI X NN'.
Or,
(ra —*)
BN = Bl +IN' = ——+ i (61)

donc
at - (raer)' = 4R(ra—r).

Formule 55.
al+ b —c?
rarb—rrc = ——T—.

—_—

En tenant compte de la formule 38, on a
s s
~p—ap—b pp—9 -

I S,
= —c)—(p—a)p—20
PP — P — 0P —°) [p(p )—(p—a)p )]
=p(a+b—c)—ab
_f(a+brt—c . a? + b6*—¢?

2 2

Ty 1T,
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Formule 56.

@'+ b - ¢ 4+ 1 - 2 — 16RY.

Ona
by = (rat+ry+r) — 2(ryre 41y, + rar,;),
ou, en tenant compte des formules 54 et 44,
rh 1)+ = (4R+r) — 2pt,

Ajoutons cette relation & la formule 9 membre & membre; on
a la formule 3 établir.

Formule 57.
1 1 1 i L 2
r ri A

s S?

Remplagons dans le premier membre r, r,, r,, r, par leurs

S S ) S ...
valeurs -, ) ) 5 il vient
p—a p—b p—c
1 1 1 1 p+(p—a)P+(p—bF+(p—c)
F-&-E-i-;z—l-;:— St
dp*—2p(a+b+c)+at+ b+t
—1 S’
a? -+ b + ¢t
=———§’——.

Rel. ent. élém. triang.
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En effet,

Formule 61.
%+M+M+M+M+M=

rn ) Ty Te

Le premier membre peut s’écrire
|4

. i 1 1 ha hb hc
e I e

c
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Orona
1 4 1
hot byt = 38 (G 5
‘et .
1.1, 1_1. (4
r. rb rc r

donc, en multipliant, )
1 1 1 1 1 1
(h.+hb+hc)(r—a+;;+r—c)=2p(;+z+‘c'>' (A)
D’autre part,
h -
o 2p—9a) g(e_,),
fa a a

I

puisque
ah, = 2r,(p —a) = 28.
Donc on peut écrire
h, h, h, {1 1 1
-—"+—'3+r—°=2p<;+—+ )—-6. (B):

r,oOTy T, b ¢

En retranchant la relation (B.) de la relation (A) membre &
membre, on obtient
hb+hc+hc+ha+ha+hb

r. ry r,

= 0,

Formule 62.
T, ryr, +rcra-|-rarb
hhgh, Rk, —+hh, b,

Remplagons r,r,», par sa valeur pr tirée de la formule 45,
et rpy,~4rr,+r,r, parsavaleur p* tiréedelaformule 44;
la formule & établir peut s'écrire

. P”' pl

— ]
hahbhc hbhc =+ hcha + hahb

ou

L N .
—ha hb+hc.

S

C’est-1a formule 58.

ta .
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Formule 63.
. abe
- (a4b-4c)p® hahbhc'
Ona
2S = 2pr = ah,,
d’or ,
ah,
=3’
et de méme
bh,
r= -2—’,-9
ch,
r= —2;-
En multipliant membre a membre ona
abclc AR abe b bk
@p)  (a+btop ate
Formule 64.
R p?
o hyh,+ hoh, + bR,
Ona S .
2S5 28 48
Mhe =57 = %
Donc
2
hyh,+ hoh, + hoh, = 4S? <i+-‘-+i = fs—(a-;-b-;-c)
be  ca ab abe
__8S% 88  2pS
T Tabc — 4RS R
On en déduit
r’ _PR_R

hoh, + hoh, + kb, 25 2
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Formule 65.

i} 1 = AR* - A2 AR+ A2,

De la formule 56 ox tire ~
1 12 )+ 1 = 46R? — (a4 B2+ oY).
De la formule 25, en tenant compte de 48, on tire
k2~ h'} 4+ b3 = 12R? — (a* + b +-¢?).
En retranchant ces deux relations membre & membre, on
obtient 1a formule demandée.

Formule 66.

i mi — 752
2R = — .

ha 1: - h:

Menons la hauteur, la bissectrice et la médiane du triangle
ABC ; on voit que :
mi—h = Al'—2aD' = i)—l’,
B—h —AL'—AD' =DL' H

donc tout revient 3 démontrer que
—1
AL DI
A W=7 X’
Or si l'on méne la
bissectrice extérieure

ALs, on'a dans le

L. BDL 1 triangle rectangle
ALL‘,
-—
AL 2abe
AP (34)

D'autre part, on obtient sans peine la valeur de DI en retran-
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chant les deux 6giﬂi§és suivantes :
AC = AT' +IC" + 2IC.DI,
AB' = Al'4-IB"—2IB.DI,
b* — ¢t = 2a X DI,

b!___cl
2

ce qui donne

ou - . DI =
On aura donc .
AL’ DI 1 2abe _b*—c* bc abc _4RS

I LT XF—eX"2 ka0

Formule 67.
d* = R* —2Rr.

Tirons 00’ et abaissons O'Q perpendiculaire sur le dia-
métre NN’ du cercle circonscrit qui passe par le milieu I de BC.
" Nous avons démontré en établissant la
formule 54 que BN = NO' = NO,,

Dans le triangle NOO’ on a, en sup-
posant I'angle O aigu,

NO” = 00"+ ON" — 20N X 00,
ou ‘
BN' = d*+R*—2R(0I—7).

Mais dans le triangle rectangle BNN'
ona
o BN' = NI X NN = NI X 2R;

donc

NI X 2R = d* + R*— 2R(0J —-7),
2R (NI + OI) = d?+4-R?—+4-2Rr,
2R = d*+ R*+ 2Rr,
d* = R*— 2R,

‘On serait conduit au mé&me résultat si 'angle 'O était chtus.

0z
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Formule 68.
"d: = R? +2R7‘u. B

Abaissons 0,Q' perpendiculaire sur NN' (fig. précédente)
et joignons les poinis-O et O,. Dans le triangle NOO, on a

NO, = 00, + NO" —2NO X 0Q,
et comme BN = NO, (voir la démonstration de la formule

51), - . .
BN' = 00; 4+ NO' — 2NO X 0Q'.

O - ' BN'=NXNN=2RXNL
Donc 2R X NI = d}+R'—2R(0I+r,).
2R(0I + IN) = d? 4 R*—2Rr,,
: 2R* = d?+R*'—2Rr,,

d2 = R*+-2Rr,. 4
Les formules 67 et 68 sont appelées formules d’Euler. '

Porinule 69.
d* 4 d? 4 d} + d? = 12R%,

Les formules 67 ét 68 nous donnent
d* = R* — 2Rr,
d} = R+ 2Rr,,
d} = R? + 2Rr,,

d} = R*+2Rr,.

’,'4)

.

En ajoutant, on é )
a*+d} + dj + d} = AR* +2R(r,+ 15+ 1, —7).
D’apres la formule 54, le coefficient de -2R est égal & 4R.
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On a donc
d* +d} + dj +-d? = 12R*.

Formule 70.
8(d* + d2+ d} +d?) = 4(a*+ b*+¢*) + 4OR".

En tenant compte de la formule 69, la formule a établir
peut s'écrire
OH' = 9R? — (a* + b* - ¢%).

La puissance du point H par rapport
au cercle circonscrit est égale au produit
HAXHF et aussi 3 R'—OH, en
supposant le point H intérieur au cercle.
On a donc

R'—OH' = HA X HF.
Or nous avons vu (15) que les iriangles BHC et BFG sont
‘égaux ; donc

DF = HD = A;
par suite
R"— ﬁl . 2hl hv

a a’
ou

R'— OH" = 2k (h,— k).
On a de méme _
R —OH' = 2k(h,—h}),

R —OH' = 2h(h,— k).
En ajoutant, il vient
3(R*—OH') = 2(h,k,+ hyh;, + h b)) — 2 (K} + hF 4~ K2).
Or,ona
2(hl, 4 hyhy + h b)) = a*+ B + ¢, (13)
K2 - hp 4 b = 12K — (@ - B+ ¢¥); © (25)
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donc, en remplagant, il vient
3(R* — OH") = a? " -+ ¢* — 2[42R? — (a® -+ b* + ¢*)]

= 3(a?+ 6* + c?) — 2413,
d’ol I'on tire

OH' = 9R* — (a® + b* +¢*).

Formule 74.

A0" =p_abc.
P

Dans le triangle rectangle AO'K’, on a
A0" = AK" + 0K",

A0" = (p—a) +r,

car nous avons montré dans le numéro
51 (2° remarque) que AK' = p—a.

B c Or
- (p——a)(p;b)(p—C); (5)
done - . '
i = (p—an . P—p—0bp—c
' A = (p—a)+ 7
i (p—b)p—c¢)
= (p—a)[P— G+T]
_(p—a)plp—2a)+(p—bp —c)]
P

_ (p—a)2p'—p(1+ b+ b _ (p—a)be.
14 4
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Formule 72.

A_O:= P be.
p—a s

Dans le triangle rectangle AOK;, ona

AOa = AK; +0 K, = p? +r’ (51)
= plp—bp—c) (38)
p—a
A0 = pr o PP =0)p—¢)
a p—a
c P[r(p—‘a)+(p-b)(p—c)]
p—a. .
K/ p[2p ——p(a+b+c)+bc]
1 K p_.a
=L be.
p—a
Formule 73.

A0".A0, = be.

n sufﬁt de multxpher membre & membre les formules 74 &t

.72 et d’extraire la racine carrée. .

On peul aussi établir directement
cette relation en remarquant que le

-quadrilatére OBO,C est inscriptible.

Donc
G0,0’ = ((BO' = O'BA.

. Les deux triangles ABO’ et AO,C sont

alors semblables, comme ayant deux
angles égaux, les angles en A et

0BA = 0,0
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Donc on peut écrire
AB _AQ,
A0 T AC
ou ‘A0’ X AO, = bc.

Formule 74.

co’'.co,
BO.BO, ¢

D’aprés la formule 73, on a
CO0'.CO, = ab,
BO'.BO, = ac,
et il suffit de diviser membre & membre. .

Formule 75.
A0 +B0" +CO = bc—+ca -+ ab —12Rr,

La formule 74 nous donne

3 p—a

A0 =P — (1—5)6c,
P p

B0® = p:bca= (l —,-b;)ca,

co”’ =P = (i—‘—:)ab;
P p

en ajoutant, on a

20" -+ BO" +E” = bc+-ca+ab— §a_6¢: .

Or, “abc = 4RS; P (N
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done 3a—b° = _1_218 = 12[{7;.
4 4 :

Il vient alors .
A0" +B0"+C0" = be +ca~ab—12Rr,

Formule 76,

2

ok
B T ea T

=1

La formule 74 nous donne

0" p—a a
T = TR
de méme, . *
e |
BO _ %,
ca
co" c
—_— =1,
ab P

en ajoutant, il vient
—Ig —I3 =~/3
AO BO Cco __3_a+b+c=3_2_p=!‘

T Tt T ?
.4
Formule 77.
be ca ab = 1.

— =t
X0, Bo, To,

La formule 72 donne
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done
be p—a a
— = =1—=;
AO, p p
de méme,
ca . b
— — =1—-
BO, p
ab ¢
=4—-.
co, P
En ajoutant, il vient
be ca ab a+b+c
-+ = —_—= i.
-—1 —1 -3
A0, BO, Co, 4 :
Formule 78.

A0Q'.BO'.CO' = 4Rr?

La formule 74 nous donne

On a de méme -

En faisant le produit membre & membre, il vient

20”.50".00" = (p—a)p— :)).(p — c)a%b’c?

@—ap—bp—c)_ ,
p ’

ot abe = 4RS = 4Rrp.

Or,

11

A4)
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En remplacant, le deuxidme membre de I'égalité (A) devient
2 29.3,8 ’
r .iGI‘{ rip — 18R

et, en exirayant la racine, on a la formule demandée.

- Formule 79.
A0,.BO,.CO, = 4Rn, .

La formule 72 nous donne

I(—):= P_ e
p—a

D’autre part, dans le triangle rectangle BOK,, on a
BO, = 0K, +BK| =, + (p—o)

A .
_plp—b)p—ec) s
L= ——p—_a—-—-!-(p-—c)
B/ Ky Ic _ (p—a)plp—8)+(p —a)(p—¢)]
o p—a
Og _ (p—o)[2p* —pla.+-b + ¢) + ac]
— —
__(p—c)ac
==

On aura de méme o
@ = (p—bab,

p—a
d’'ou I'on déduit = - ST
— — —b)(p—c)atbrer  Taatbie
X0..50}.C0" — 2P - ,
e (p—a)® (p—a)?
ou
A0..50..CO r,.abc. r,.4RS
a’"“a'""a p—a - p—a

= 4R7‘z.

'
D U -
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f'ormule 80.
00,.0/0,.0'0, = 16R*r.

~Dans le triangle rectangle BO'O, on a
0! — 50" -+ B0..
La formule 74 donne

50" =24 o4,
4

et nous avons trouvé au numéro 79
B! = P—9ae.

p —a
Donc (76; Y Ll PN +P=C
? p—a
= p=bpp—a)+plp—2) .
p(p—a)
__ ae
~ " plp—a)
de méme,
—s  bica
» T pe—0b)
2
(-m: — [ ab
‘ pp—e)
En multipliant membre & membre, il vient
atbtct ' athtct

oo oo o0 —
00.-90,- 90 = S —ap—op—a ~ s’

ou

. a%l% {6RS' _ 46R'S
0'0,.00,.00, = = =

pS PS

= 16R*r.
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Formule 84.

0,0, = (r,+1y)* +ct.

Menons par le point O, une perpendiculaire & BC et par le
point O, une paralléle & BC; ces deux droites se coupent en
un point U, et dans le tri-
angle rectangle 0,0,U, ona
5.0, = 0,0+ 0.
A, Or,
0s 0,U = TatTps
0,U = KK, = K,C+CK,.

B/X, Mais K, et K, sont les points
[ K, de contact des cercles exins-
crits ; donc, d’aprés la 2° re-

0, marque du numéro 54,

KC=p—b, K.C=p-—-a;
donc
KK, =2—a—b=c,

0,U=c¢,

Il en résulte

et
OGO:, = (r,+ 1)+

Formule 82.

0,0; + 0,0, 0,0, = 8R(r,+7, +1,).

La formule 81 nous donne
Oboc = (rb‘+ rc), +a, . ;
|
0,0, = (1, + 1)1+,

0,0, = (rg+1p)t .
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Ajoutons, il vient
0,0.+0,0,+0,0, = 2(r3-+r}+72)
+2(ryr, 1y, + rrp) +at4-bt4-ct.
Or, de la formule 56 on tire

ra 13+ r? = 16R? — r* — (a® -+ b2 + ¢?),

et de 44
T, 1, = pi.
On a done
— s —
0,0, -+ 0,0, + 0,0
= 32R* —2r' — 2(a® + $% 4+ ¢*) 4+ 2p* +a® + P 4!
= 32R* — 2r2 + 2p* — (a* 4 b2 +-¢*);
et comme
a®—+ b* 4 ¢® = 2p* —2r? — 8RRy, 9)
on a

- 0,0,+0,0,+0,0, = 32R* — 2" -+ 3" — 3p* 1 2" -8R~
= 8RR +1) = 8R(r,+r,+7,). (54)

Formule 83.
0,0,.0.0, . 0,0, = 16Rp.

On a(81)
0.0, = (ro+n) +¢*

3 \?
=( S +-L) +c?

p—a p—b -
_S(2p—a—0p
e —tp T C

_S'+(p—apo—byp
(p—a)*(p—b)?
_Pp—A+p—alp—0) ,
(p—a)ip—b)
abc?
p—ap—t)

Rel. ent. élém. triang.
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On a de méme

—g beat
0= = —o’
e }]

000: — cab

p—clp—a)
D’ol, en faisant le produit,

—y 3 ——3 atbtct
040c - 0:0a - 00 = G —a5p — 27t — 1
_ arbict _ AR o,
0,0, 0,0, 0.0, = o— g5 = g = 16Rp.
4
Formule 84.

OH' = 9R?— (a*+ b*+¢?).

De la formule 70 on tire
4OR’ = 3(d* + d} +d} + d2) —A(a*+ '+ ).
En remplagant d*+d? +d}-+d? par sa valeur tirée de la
formule 69, il vient
A0H" = 36R*— 4(a®+ b3 +¢¥),
> OH = 9R’— (a?+ 62+ ¢%).

Formule 85.

To' = Ra_f’;f%i’.

Nous avons é&tabli au numéro 48 que . AH = 20I. Menons
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: la droite Al, qui rencontre HO au
A point G. Les deux triangles GOI et

GAH sont semblables, comme ayant

. ﬂ les angles égaux; par suite, Ol
: HNG étant la moitié de AH, GI sera la
0 moitié de GA, ce qui prouve d’abord

B 1 C que le point G est bien le point de
B concours des médianes et en outre
que GO est la moitié de HG.

On a donc GO =H—;),

ce qui permet de déduire la formule 85 de la formule 84.

ReMARQUE. — On déduit des considérations qui précdent le
théoréme suivant, dit & Euler:

Duns un triangle, le centre du cercle circonscrit, le point de
concours des médianes et celui des hauteurs sont en ligne droite.

La distance des deux derniers points est double de celle des
deux premiers.

Formule 86.

50" P8t —16Rr
9

. Avant de démontrer cette formule nous établirons une formule
remarquable, qui nous sera fort utile dans cette question et dans les
suivantes.

ProBLiME. — On donne un triangle ABC, un point M sur le
¢6té BC, situé entre B et C, et tel que

BM m
—_——y.

MC " n

m et n élant des nombres positifs donnés.
-Calculer la longueur AM en fonction des c6tés du triangle et
des nombres m et n.
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On a les égalités
AB' = AM' 4 BM" + 2BM X MD,
AC' = AM' + MC' — 2MC X MD.
B M D C Eliminons MD, en multipliant la pre-
miére relation par n, la deuxidme par
m, et ajoutant membre & membre. Le

coefficient de MD est nBM — mMC, qui est nul en vertu de
I'hypothése. On a donc

n.AB' +m.AC = (m+ n)AM' +n.BM'+m.MC'.
Or, remarquons que

m n m--n’
done
BM — m.BC’ MC = n.BC
m-n m-n’
par suile,
1] 2
n.BM' ~“+m. M = (mn+mn )BC _mn BC
: (m —+ n)? m+n
On a donc
_— — —s  mn.BC
n.AB'+m.AC = (m+n)AM' - ——,
m-n
ou ]
— n — m —
AM —'-nT+—A_B +m+”AG (m_'_”),BC

La question est ainsi ‘résolue.
Joignons maintenant le point O’ au point G. Dans le triangle
AOT on pourra calculer GO’
d’aprés la formule précédente,

A .
puisque
GI _1
G O’ G—K —1 §.
.B 1 K c Onaura

o . - G0 = AO’+ W——Al
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Or, nous avons trouvé (74)
—_ p—a

A0 = be.
P

D’autre part,
0" = OK'+IK" = r* + (IC—KC)?

= %"+[§—(p-—-c)]’

=r’+(b—c;’- "
Enfin, A =m ="”;°’_£‘I’. (28)
On aura donc
60" = %P;“bw;[r‘+“’—:°—),]—§[b,?:’—az,]

En réduisant les trois derniers termes du deuxiéme membre,
ona
(b—c) b6*4-c* a* 3(b—c)—2(b*+c*) +a’

6 9 18 — 48
at+4- b2+ be
- 18 3
‘Donc . 5
=1 abe 2 a4+ b+t
__ 4RS ﬂrl a4 b +c?
T 3 '3 18
4Rr 2 a4 b% 4 ¢?
S il A T 0t S AL A
= 3 +3r -+ 18 ;
et comme
a? + b + ¢* = 2p* — 2r' — 8Rr, 9)
on aura -
—r3 4Rr 2 p?—r*—4Rr
—— s |} —e
GO! = 3 +3r -+ 9

_ p*+5r* —16Rr
o 9
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RemArQuE. — On peut aussi écrire cette formule
—n b 1/
—_ [ nt 2 2| ___ 2
GO —.36(a +b ¢ ) v 6&ba+ca+ab> +r.

On le voit aisément en s’appuyant.sur les formules (8) et (9).

Formule 87.

[+]
—_— 1
- G0% = 5[p* +6r3 —r* + 4R@r,—1)]

Dans le triangle AO,I on a, par suite des mémes considé-

rations que plus haut,

2
9

A
, . Or, la formule 72 nous donne
E: = P be.
. G p—a
' En outre,
B / [ K,
Og v

—s f—2 2 —s
GOa = §A0a+§[00— Al.

i0, = 0,K, +IK] = 2 +(IB—BK,)

(b—c)
= ;+ 3 ;
ct
. b2+c! a'.‘
A =mi=—p—— - (39)

On aura donc

2r,  (b—c)p ré* +c? at
4 3p—-a‘bc+§ Ta 4 ] 9[ 2 ._4_]’

qui peut s’écrire, comme dans le numéro précédent,
ad b ¢t b_c
18 3

G

21 p 2,
“_3'p—abc+3r“+
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Or, ,
1 be— b_c abe 4RS LR"a.
3p—a “3p—a) 3p—a 3

Donc

_— 4Rr, o 1t
T a 2, a40+4c
GOa = —3 +37'a+ -——18 I3
ou, en tenant compte de 9,
_— 4Rr, —r*— 4R
2 p r
60, = 3 3 at 9
p*+6r;—r*+4R(3r,—r1)
= 5 .
Formule 88.

s 4
GO" + GO, + GO, + GO, = 16R‘—§(a’+b'+c’)~

@

Les formules 86 et 87 nous donnent

a___4Rr 2. a+b+4c*
GO" = 3 +31‘ -+ is ’
4Rr, o LJI SR
P e 2, 40+
GOa-— 3 +31‘a+ 18 ’
— ARr, o Ly ¥ 2
2 3 a*+0*+4c¢
60,= g H5n+t—
— 4Rr, 9 a*+ b+ ¢?
G0,= g+t T
En ajoutant membre & membré, on a
GO" -+ GO, + GO, -+ GO, !
AR(r,+ry+ 1 —r ' S By ot
= s ; )+3(7 +7 +7b+r’)+4(a—+:;Lc)- !
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Des formules 54 et 56 on Lire
ro+ry+r,—r =4R,
r*r2 41} 47! = 16R*— (' b*+¢%) ;
donc le deuxiéme membre de la relation précédente devient
-‘—6;2+§(l611’ — (a® + b* +c')) +_2(_a’_+_9b_’_-_i—_£’_) )
ou 16R? —g(a’ + b’+c’) .

La formule est ainsi établie.

Formule 89.
HO" — 4R? +4Rr + 3r* —pi.

Nous avons vu que le point G est sur la droite OH et divise
- cetle droite dans le rapport de 1 & 2.

g (85). ,
On peut donc calculer O'G en fonc-
s tion des coOtés du triangle OO'H,
P d’aprés la formule établie au début du
numéro 86.
Nous aurons
=~ 1 il 2——,2 2—;
ou 9
OH' = 360" — 200" + §6ﬁ’.
Or,on a
GO" = :—)(p’ + 5 — iﬁRr), (86)
00" = d* = R*—2Rr, (67)
OB’ = 9R* — (a*+ 6* + ) (84)

= 9R* — (2p* —2r* —8Rr). .
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En remplagant, il vient
0"’ = g(p’+5r’—16[{r)— 2(R? —-—2Rr)+;-(98.‘-—2p’+2r’+8nr)
= AR* +4Rr + 31 —p?,
REmMARQUE. — On peut aussi écrire

0O = 4R — 8Rr + bc + ca + ab — (a® + b 4 ).
On le voit aisément en appliquant les formules 8 et 9.

Formule 90.
—

HO" +-HO, + HO, + HO, = 48R*— 4(a*+6*+¢%).

Dans la solution précédente, nous avons établi la relation

HO" = 3G_0"—26'(7’+§ﬁ’.

On aurait de méme
=2 ~—2

HO, = 3G a—zooa-.-;ou ,
H0, = 3G0, — 200, -+ 2 O
——g 2

HO, = 3G0, — 200, + 5 OH .
Ajdutons membre & membre, en remarquant que
Go" +—GBZ+E:+@: = 463’—g(a'+ b+ %), (88)
00" + 00, + 00, + 00, = d* + d? + d} + d? = 12R". (69)

Ona
00" + HO, + HO, + HO,

= 3[!6R’—g(a’+b’+c’)]—24[{’ -+ g on’

= Q&R’—g(a’+b’+c')+g oH’,
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ou, en tenant compte de 84,
HO" + HO, + HO, + HO,
= UR' — (a4 b+ o) +§[9R‘—(a’+ b c‘)]

= A8R* — A(a*+ bt +c?).

Formule 941.
., R
O'O = § —_T.

Nous allons établir le théoréme suivant :

TakorkME. — Dans tout triangle:

o Les milieux des ctés, les pieds des hauteurs et les milieux
des segments de ces mémes hauteurs compris entre leur point d'in-
tersection et les sommets du triangle sont neuf points situés suy
une méme circonférence.

2° Le rayon de cette circonférence est la moitié du rayon du
cercle circonscrit au triangle.

3° Son centre est au milieu de la droite qui joint le centre du
cercle circonscrit au point de rencontre des hauteurs.

Soient I, I, I' les mi-
lieux des cétés, D, D', D*
les pieds des hauteurs et
E, E/, E? les milieux des
segments AH, BH et CH.
Il s’agit de démontrer
que ces neuf points sont
situés sur une méme cir-
conférence.

Nous avons vu (18)
que AH =201; par
suite EH = OI, et si
I'on tire El.qui rencontre OH au point O,, les deux triangles
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EHO, et OIO, sont égaux, O, est le milieu de OH et aussile
milieu de EI. Par suite, EQ, joignant les milieux des cotés du

triangle AHO est paralldle 3 AO et égal & ézg
Donc OE = 0,1 = %
De plus, DO, étant médiane du triangle rectangle DIE est
égale & la moitié de I'hypoténuse ; donc
‘ R

0,0 = O, = O,E = 3

R
Il en résulte que le point O, esta la méme distance, 3’ des

peuf points considérés, car la démonstration s'étend aussi bien
aux points D, I, E/, etc.
Par conséquent, le point O, est le centre d’un cercle de

rayon !2} passant par les neuf points indiqués, et appelé pour

cette raison cercle des neuf points. Le théordme est donc dé-
montré.

Cela posé, pour calculer 0,0’, nous remarquerons que 0,0’
est médiane du triangle OO'H; la formule 28 nous donnera
donc

_ —g 3 =
50" = 00"+ HO" HO

2 4
Mais les formules 67, 89 et 84 donnent

W’ = R*—2Rr,

HO" = 4R*+ 4Rr+3r'—p?,

HO" = 9R* — (a*+ b2+ ¢%)

= 9R*—(2p* —2r* — 8Rr). 9

En remplacant, on a

——r3 _ R*—2Rr—+ 4R*+4Rr+3r*—p* 9R*—(2p'—2r'—8Rr)
0,0 = - 7 :

- (2"

En extrayant laracine, et en remarquant que 3 >r, d’aprés
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la formule 67, on a

, R
0,0 = §'—1‘.

Formule 92. .

R
Oooa = §+ Ts:

On aura comme dans la solution précédente
00 = 00, +H0, H0'

e ™ 2 i
" Or dans le numéro 90, nous avons montré que

0, = 330, — 200, -+ 3 OH;

donc .

a
0, = —5—+ 5 OH..

En remplagant G_O: par sa valeur (87), (-)5: par sa valeur
(68) ot OH' par sa valeur (84), on obtient

60, = (3+n.)"

T 3@’ —66: l —y

0,0, = %+ ..

REMARQUE. — Les formules 91 et 92 prouvent que le cercle
des neuf points est tangent intérieurement au cercle inscrit et
extérieurement aux cercles exinscrits, Cette propriété est due
4 Feuerbach; elle se démontre géométriquement par unei
méthode trés élégante basée sur la théorie de I'inversion. :
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Formule 93.

§ = 5 V/abR R,
Ona .

S = 3 ah,,

S = 3 b,

§ =g ch,.

En multipliant membre & m embre et extrayant la racine cubi-
que, on a la formule & établir.

Formule 94.
1

E 1 Ty /1 1 1\
()~ (&5 R)

Nous avons établi au numéro 2 la relation
Aadh® — (a’ 4+ b — cx)n
4a’ ’

S =

=

ou -
4a*h? = 2(b%c* + c*a? + a*h®) — (a* + b* + %),
168" = 2(6%* + cat + a%?) — (a* —+ b + ¢*).

Remplagons dans le second membre a, b, ¢ respectivement
25 25 28

r —, —> —; il vient
n
165* 46S* 16S%\ ~ /16S* . 46S* 16S*
| J— — R— —— — t—
165* = z(h’h’ TR h;h;) ( BT TR )
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d’od l'on tire, en divisant par 16S*,
i =9 4 1 1 + 1..|_i .
5= (i)~ (R 5T R)

Il suffit alors d’extraire la racine carrée des deux membres.

Formule 95.

8 =7 (ab+ohy+ k).

On peut écrire, en tenant compte de 18,

7 (o + oty o) = 3 (ak+ ok, + clcc) ;

et nous avons vu dans le numéro 20 que
1
3 (ak¢+ bk, -+ ckc) =s.

On en déduit donc .
8=1 (ah;-u- bh;+ch;) .

Cette formule n’est vérifiée que sile triangle a ses angles
aigus. Si I'un des angles est obtus, A, par exemple, il faut
remplacer dans la formule A, par —A;, ou encore consi-
dérer k, h;, h, comme les nombres algébriques définis au
numéro 43.

Formule 96.

S — 2R? hakbhc.
abe

Ona

2S5 25 25 88
e




ELEMENTS LINEAIRES : 95

done
- hhh 8S? 16R1S?
1. abc _ogps. 2> _ 2220
2 abe 2R abict T albic?’
et comme 4RS = abe, (™

on voit que le second membre est égald S,

-

Formule 97.
SY.rvyvy
S = § Rha ‘bhc'

28 2§ 25 8s* 28
hahbh‘::-;-—é---z—:m:-fs (7)

Ona

d'od ,
8t = Rhhh,,

1
.S = \/ 3 Rhh,h, .

i Formule 98.
S = 5‘/M (M—ma)(M—m,,)(M —m.), '(QM = ma+mb+mc)

et

Menons les trois médianes, qui se coupent au point G. Les
deux triangles BGC et ABC ont une
base commune BC, et les hauteurs
correspondantes sont dans le rapport
de GI a AI, c'est-d-dire de 4 & 3 (30).
Donc Paire du triangle BGC est égale
au tiers de l'aire du triangle ABC.
Menons CE paralléle & BG ; les deux

B V C triangles BIG et EIC sont égaux, et par
E suite

tr. ABC

tr. GCE = 3
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Mais le triangle GCE a pour c6tés les deux tiers des médianes
du triangle ABC, puisque

GE=2G[=§AI, ‘

CE =BG = -;BI’.

Si on appelle T Paire du triangle qui a pour cétés les trois
médianes, ce triangle est semblable au triangle GCE, et le rap-
port de leurs aires est égal au carré du rapport des cotés
homologues. Donc '

4
GCE = 3 T;
par suite
4 T = ABC’
5T =
ABC = gT H
et comme
T = /MM —m,) (M —mp)(M—m,), @)
- la formule est établie.
Formule 989. _
g _ Llikd+ e+ alla+ )
- 8abep '
- La formule 34 donne
2
la - b+c V p(p—a)bc’

2
b= VP —bja,

o

= oV P(p—clab.
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Multipliant membre & membre, on a

8
ldlblc = (b+ C)(C+a)(a —+ b) ‘/p’(p_a)(p_b)(p—c)a.b'c’ 3

ou
ULl (b +c)(e + a)(a + b) = 8pabeS,
d’ot1 Yon déduit la formule demandée.

Formule 100.
Lot (0—c)a—c)a—b)p
S=\/ 8abe ) @>5>¢)

Al

La formule 32 donne

2 —

ha=g—Vip—b)p—c)be,
2

by =2—V{p—c)p—ajca,
2

llc =;:5V(p—a)(p—b)a6.

Multiplions membre & membre ; il vient

o «
halishe = (6—c)(@a— c)a — b) Vir— 9'(p— B(p — c)'a’blet,

ou
balyyly (b —c)a—-c)(@a—b) = 8abe(p —a)p — b)(p—¢)

H}
= 8abc-s—-
P

On en tire
St = Ilalibllc (b - c)(a - c)(a - b)P
Babc ‘

- Rel. ent. élém. triang.
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Formule 401.
lalla(l" - c’)
4be )

Les formules 31 et 32 donnent

1 = 2 Vp(p—a)be,

@ b+e
Ly = ——\/(p—b)(p—c)be
1a™ p—¢ . .
Multipliant membre 3 membre, on a

4bc 4bcS |
bl =5 Vo(p—a)p—b)p—c) = s’

d’od I’on tire la formule demandée.
On peut aussi remarquer qu'au numéro 34 on a établi géo-
métriquement la formule

1 2abch, 4bcS
a

TRy Rl e

Formule 102.

S = \/"a" .

On a, d’apras les formules 4 et 38,

r= - = § ] = 'i r = 8 .
a p—a ] p— ? e p—c¢
Multiplions membre & membre ; il vient
— St = st =82
T pp—alp—p—e) &
d’od

S = ‘/rrarbrc.
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Formule 103.
S — rarorc
P

Des relations du numéro précédent on déduit

SS SB
S A=t —o & P
d o P
s=rarbrc
P
 Formule 104.
rra
S=a
r,—1r
Ona
1 1_p p—a_a
: r r, § 85 8§
ou
ra—r ca
rr, S’

d’ott Pon tire la formule demandée.

Fbrmule 108.

rbrc

Ty -+ LA

1 14 p—b p—c %p—bh—
=Pt p—c_p—b—c

_a
r, T, S S S -’
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ou
T+ T,

w8

rbrc
On en tire la formule & démontrer.

Formule 106. '~
(a—+b)rr,
= Trer,

Ona

p—e¢ _ 2p—c _a-+b

l+l _p+
r r, S S S
ou

7'+rc a—+

rr, S

d’ou
(a+d)rr,
r+r,

Formule 107.

o (a— byr.r,

Ta—"s

On a

S

1 14 p—b p—a __a--b

n t. S S

ou , :
r,—7 a—2b

r.r, S

’

d’ol
(a—b)r,ry

ra—-rb




ELEMENTS. LINEAIRES 101

Formule 108.
Trg(Ty T, )
= a
Ona
rry(ry - ry) = S [ S 8 ]__ S¥2p — b —c¢)
A plp—a)lp—b " p—ecl T pp—a)p—0)(p—c)
. : :
SS? = aS,
d'ol
_ rr (ry+r,)
=
Formule 109.

ry ey
S = rr\/_;(étr_")

De la formule 51 on tire .
4R—(ra——r) =r,+r,;
la quantité sous le radical peut alors s’écrire

) S S aS

ntr. _p—b p—c_lp—bilp—c)_ _plp—a)

r,—7r s s aS T (p—b)p—rc)
p—a p plp—a) ‘

Alors

W—(r,—r) _ \/_Plp—a)
V= TV ==
—_8 /[ re—a
p=aV p—B)p—0

Ve —a)p—b)p—rc)

=§.
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. Formule 140.
—
s=rny/ 00,
(ra -+ rb)’

La formule 841 donne

00, = (rara) + 3

donc —
anb o (ra —+ rb)’ -+ c? 1= c? )
(ra -+ "o)' . o (ra - "o)’ - (r¢+ rb)’ '

et par conséquent la formule & démontrer devient
raly

—_— ’
i‘a -+ Tb
qu’on démontre comme la formule 105.
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La formule 144 est établie dans tous les traités de géométrie.

Formule 112.

. . . A B
sin A+smB+smC_4cos§-cos§cos 3
On a

A+B A—D
cos —g

sin A 4+ sin B = 2 sin ’

sinC=2sin-§-cos—g-'

et comme les angles A+B et ¢ sont complémentaires,

2 2
sinA_*—B—cosC
2 ~ 2
cosA+B— sing
2 2

On peut donc écrire

A—B A+B)
+ cos

. . . G
smA+smB+smG_2cos§<cos 3 )

—4csAcosBcos
=008 g s g8
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Formule 143.

. . . . A . B
snnA+slnB—slnC_4sm-§sm§cos§—

Des premidres égalités du numéro précédent on déduit

. . — A+B
smA+smB—sinc=2cos%<cosASB—cos ';_ )

= 4si Asi Bcosg
= Slﬂ; ll2 3

Formule 114.

B .
€0s A -~ cos B~ cos C =4sin% sin -z-sm-g+1.

Ona A_B
cosA+cosB=2cos"-§—‘-;—'—l}cos _2- ’

cos G = i—2sin’%= 1—2 cos‘A;—
Ajoutons membre & membre ; il vient

— A+B .
c0SA—+4-cosB+cosC=2 cosA_;B (cosA 3 B—cos ;- )+1

. A . B,
._4sm—2-sm§sm§+l.

Formule 115.

- B .
coS A+ cos B—cosC = 4cos§cos—2-s1n §—1.

Des égdlités du numéro précédent, on tire

cosA+cosB—cosC =2cos A;-B (cos A;B ~+-cos A_;B)_i

A B .
= 4C08 -2-cos-2-sm§—i.
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Formule 1416.
cosé+cosB cosc-—-Aicos"——Acoqf-_Bcos“—C
3 g 0083 = 5 3 3

Si A, B, C sont les angles d’un triangle, il existe un autre

triangle qui a pour angles ’—t—é, 1-:—]—3, 1‘_9, puisque
2 2 2 2 2 2
= A = B = C 3t (A+B—+0C)
g7ereTee e YT 2 T

Par conséquent, & toute relation ayant lieu entre les angles
d’un triangle correspondra une autre relation qu’on déduira de
) = A = B = C
la premiére en remplagant A, B, C par 373 373 33
C'est ainsi qu'on déduit la formule 146 de la formule 442. On
déduira de méme les formules 447, 148, 449 respectivement
des formules 443, 114, 115.

Formule 120.
sin 2A —+ sin 2B + sin 2C = 4 sin A sin B sin C.

Ona
sin 2A + sin 2B = 2 sin(A + B)cos(A — B)

' 8in 2C = 2sinC cos C;

et comme les angles A-+B et C sontsupplémentaires, on a
sin G = sin(A + B),
cos C = —cos(A + B).

Donc, en ajoutant les deux premiéres égalités, on a

sin 2A + sin 2B + sin 2C = 2 sin G[cos (A — B) — cos (A + B)]

= 4 sin A sin B sin C.

o
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Formule 121.
sin 2A -+~ sin 2B — sin 2C = 4 cos A cos B sin C.

En opérant comme dans le numéro précédent, on a

sin 2A +- sin 2B — sin 2C = 2 sin C[cos(A —B) + cos(A + B)],
= 4 cos A cos B sin C.

Formule 122.
c0oS 2A + cos 2B + cos 20 = — 4 cos A cos BcosC—1.

Ona
cos 2A -+ cos 2B = 2 cos(A + B)cos(A—B);
cos 2C = 2 cos* C—1 = 2 cos*(A+B)—1.
Ajoutons; il vient
€082A+c0s2B+c0s2C = 2cos(A+B)[cos(A—B)~+cos(A+B)]—1
=-—4cosAcosBcosC—1.

Formule 4123.
cos 2A + cos 2B — cos 2C = — 4 sin A sin B cos C + 1.

En retranchant les deux premiéres égalités du numéro pré-
cédent, on a
€05 2A+c0s2B—c0s 2C = 2c0s(A-+B)[cos(A—B)—cos(A+B)]-+1
=—4sinAsinBcosG+1. ’

Formule 124.
sin 4A ~- sin 4B + sin 4C — — 4 sin 2A sin 2B sin 2C.

Ona .
sin 4A + sin 4B = 2 sin 2(A + B)cos 2(A — B),
sin 4C = 2 sin 2C cos 2C.
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Comme 2C = 2= —2(A + B),
ona 4 sin 2C = —sin 2(A + B),
cos 2C = cos 2(A + B).
Par conséquent
sin 4A--sin 4B--sin 4C = 2 sin 2C[cos 2(A-+B)—cos 2(A—B)],
= — 4 sin 2A sin 2B sin 2C.

‘ ' ~ Formule 125.
cos 4A —+ cos 4B —+ cos 4G = 4 cos 2A cos 2B cos 2C—1.

Ona
cos 4A -+ cos 4B = 2 cos 2(A + B)cos 2(A —B),

cos 4C = 2 cos* 2C — 1.

Comme 2C = 2r— 2(A + B),

on a cos 2C = cos 2(A + B).

Par conséquent '

c0s 4A--c0s 4B—+cos 4G =2 cos 2C[cos 2(A—B)-+cos 2(A-+B)]—1

= 4¢0s 2A cos 2B cos 2C—1.

Formule 4126.

. kA . kB . kC
—4sin ?sm?sm?- k=1im

4cos£§ cos’%cos%c-'- k=Am+4
sin kA +sin kB + sin kC=
LsinliA-sin @sin ,—‘E k=4m+2
2 2 2
kA kB kG
—4cos —2—cos —;cos?- k=4m+3

m, entier.

On a, en effet,
sin kA -4 sin kB = 2 sin

k(A+B) _ k(A—B)
3 Ccos 3 )
kG

. . kC
sin kC = 2 sin 5 cos T
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1°Si k=4m, on 'a .
sin k(A+B) _ «in (lm k(;)

= .—8in —»

3 —_———

2 2
08 kA+B) _ cos (k—f-—/'—c-) cos-lig-
2 - 2/ 2

Donc, en ajoutant les deux premidres formules,

sinkA—-sinkB-sinkC = 2sin -0 [_ w0 FA=B) _ kA+B)

2 2 2
= — 4sin ﬁsinlﬁl—;sinﬂ-
2 2 2
2°Si k=4m+1, ona

k(A+B‘ cosl‘(—:
2 2
k(A+B) sin-k—(‘
2 2°

donc, opérant comme plus haut, il vient

sinkA +sin kB —+sin kC = 2cos Z;_C cos k(Az_ B)"' cosk(A;- B)]

kB kC
= 4 C0S — COS — COS —+

2 2 2
3Si k=4m+2, ona
nk(A+B)__ . k_G,
2 2
os FAEB) _ _ osXC
2 2
to K KA +B)
A—B) +B
sin kA—-sin kB 4+ sin kC = 2sm?[cos 3 s————é——]
=4sin—sin’i35in-k—c.
2 2
48 k=4m+3, ona
‘sink—(A——'-—B-)=—cosk—C.
2 2
k(A +B) . kC
cos = —

2 03
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donc
sinkA-+sinkB--sinkG = 2cos .U [- cosk! A-—B)__mk(A+B)] ‘
2 2 9
= —4 cos kA cos @ cos l:_(._‘.
- 2 2

La formule 427 s'établit de la méme manidre : il suffit de
retrancher les deux premidres relations du numéro précédent,

en tenant compte des valeursde sin kA ;_ B) et cos k(A; B).
suivant les différentes valeurs de k.
Formule 128.
kA kB kC
4cos?cos-§cos—2——l. k=4m
. Lsin,%\singsin%g+i. k=Am+1
c0skA + 00s kB + cos kC=
kA kB kC
—4cos ?cos—q—cos-;—i. k=Am+2
. kA . kB, kC
—4sin —Q-sm gsm ?H. k=4m+3
m, enlier.
Ona
cos kA +4-cos kB = 2 cos k(A; B) cos k(A; B), ()
cos kC = 2 cos* %—C— 1, (B)
cos kC = 1 —2sin? -%: 8y
1°Si k=4m, ona
. k(A+B) . kG
sin ——2—— = — SIn -g ’

KA+B) _ kG

cos —— 3
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Ajoutons («) et () ; il vient
c0skA+-coskB—+coskC = 2cos£‘-2g [cos k(A;B) -+

4 cos kA 0S8 kB cos kG 1.
= g (8 g s g—

0S k(Aj_B)]—l

2Si k=4m-+1, .ona
k(A+B)_c kC

sin 3 = os—i—.
cos k(A +B) = 8in kG
——= 5"

Ajoutons () et (B)'; on a

coskA—+coskB~+coskG = 2:r,m—}2 I:cosk(A B) cosk(A_B)] +1

2 . 2
=4sink—-Asin£§sink£+i.
2 2 2
¥ 8 k=4m+42, ona
snnﬂﬂ: sink—g,
2- 2
os FAHD) o5 %S,
2 2

Ajoutons (a) et (B) ; il vient
coskA+cosIcB+coser. 2c08— 3 [—cosk(A—B) cosk(A"'B)]_j

2 2
__-—4cos£‘écos@-cos£9-—i
. 2 2 2
4°Si k=4m+3, ona
Slnk(A+B)-—-—COSk—G’
2 2
c k(A +B) —sn{‘E-
2 2

Ajoutons (a) et (B)'; ona

coskA+coskB+coskC=25in%[—cosﬂ'};—m+cosk(A; B) +1
= — 4 sin kA in kB sin kC-l—i
= g St g s g+L




ELEMENTS ANGULAIRES 111

La formule 429 s’établit absolument de la méme maniére :
il suffit de retrancher les formules (a) et (¢) ou («) et (B,
qu’on ajoute duns la démonstration de la formule 428.

On remarquera que les formules 442 4 425 sont des cas par-
ticuliers des formules 126, 427, 128 et 129.

Formule 130.
cos* A+ cos? B+ cos? C =1—2 cos A cos B cos C.

On a
cos C = — cos(A + B) = —(cos A cos B—sin A sin B).
Elevons au carré ; il vient

c0s?C = cos? A cos? B4-sin® A sin* B—2 cosA cos BsinAsinB
= cos'Acos'B+(l—cos’A)(i—cos‘B)-—ZcosAcosBsin Asin B

= {—co0s*A —cos?B+2cos*Acos*B —2cosAcosBsinAsinB,
ou

c0s?A + cos?B—+ cos?G = 1 + 2cosAcosB(cosAcosB —sinAsinB).
Or,

cosAcos B—sin AsinB=cos(A+B)=—cosC;
donc, il vient

cos® A+cos*B+cos* C =1 —2cos A cosBcosC.

) Formule 1314.
sin? A + sin? B4-sin* C = 2+ 2 cos A cos B cos C.

“Ona
sin® A 4-sin? B+4-sin* C = 3 — (cos* A+~ cos* B 4 cos? C),
ou, en tenant compte de la formule précédente,

sin® A+ sin* B+sin® G = 3 —[1 —2 cos A cos B cos ()
= 242 cos A cos B cos C.
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Formule 132.

sin® A -+ sin? B — sin? C = 2 sin A sin B cos C.

Ona
sin C = sin (A+B) =sinAcos B+sinBcosAj;

en élevant au carré, on a
sin? C =sin? A cos® B+ sin® B cos? A + 2 sin A sin Bcos A cos B
= sin*A(1 —sin®*B)-+sin*B(1—sin?A)-+2sinAsinBcosAcosB
= sin? A+-sin?B-=-2sin* Asin? B+2sin A sin B cos A cos B,
ce qu’on peut écrire
sin? A+ sin* B — sin* C = 2sin A sin B(sin A sinB —cos A cos B)
=—25in A sin B cos (A +B)
= 2sin A sin B cos C.

Formule 433.
cos? A + cos? B—cos? C = — 2 sin A sin B cos C+ 1.

On a, en effet,
cos? A +cos*B—sin® C = (1 —sin*A) + (1 —sin?B) — (1 —sin*()
=1 — (sin® A + sin® B — sin? C),
et en remplagant sin? A + sin® B — sin? G par sa valeur tirée
de 432, on a la formule a établir.

Formule 4134.

cos® kA + cos? kB + cos? kG = 2(— 1)« cos kA cos kB cos kC+ 1.
k, entier.

Ona
cos kC = cos [kr— k(A +B)l ==+ cos k(A+B);
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en élevant au carré, il vient

€0s2kC = cos*kAcos*kB+-sin*kAsin?kB—2coskA coskBsinkAsinkB
=cos? kA cos? kB + (1 — cos? kA)(1 — cos® kB)
— 2 cos kA cos kB sin kA sin kB ’
=1 — cos? kA — cos?* k B+ 2 cos® kA cos? kD
— 2 cos kA cos kB sin kA sin kB;
on en tire
cos? kA + cos? kB +- cos? £C
= 2 cos kA cos £B (cos kA cos kB — sin kA sin ¥B)+1
= 2 cos kA cos kB cos k(A +B) +1.
= 2 cos kA cos kB cos (kx — kC) + 1.
Or, si k est pair,
cos (kx — kC) = cos kC ;
si &k est impair,
cos (krm— kC) = — cos kC ;
on peut donc écrire

€0s? kA + cos® kB —+ cos? kC = 2(—1)*cos kA cos kB cos kC 1.

Formule 435.
sin® kA + sin? kB+ sin® kC = —2(— 1)x cos kA cos kB cos 4C + 2.
—_— k, entier

On a .
8in? kA —+ sin® kB ~+ sin? kG = 3 — (cos* kA -+ cos? kB~ cost kC);
et, en lenant compte de 134, on a la formule 2 établir.

Formule 136.
sin® kA + sin? kB — sin® XC = — 2(— 1)x sin XA sin kB cos kC..
k, entier
On a . ‘
sin 4G = sin[kr — k(A + B)] = =£sin k(A + B).

Rel, ent. élém. triang. . 8
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Llevons au carré :

sin*kC = sin®kAcos?kB+sin?kBcos*A-+2sinkAsinkBcoskAcoskB
= sin?® kA(4 — sin® kB) + sin® kB(1 —sin® £A)
—- 2 sin kA sin kB cos kA cos kB
= sin® kA + sin? kB + 2 sin kA sin kB
(cos kA cos kB — sin kA sin kB) ;
ce qu’on peut écrire

8in® kA + sin® kB — sin® kG = — 2 sin kA sin kB cos k(A + B)
= — 2 sin kA sin 4B cos (dx—kC)
= — 2(— 1)*sin kA sin kB cos kC. '

Formule 137.

€0s? kA + cos? kB — cos? kG = 2( —4)k sin kA sin kB cos kC+-1.
- k, entier

- Cette formule se déduit immédiatement de la précédente, en
observant que

¢0s? kA—+-cos? kB— cos? kC = 1 —(sin? kA +sin? kB—-cos’ kC).

_Pormnl‘e 4138.
. . . A .
sin? §+ sin? E—}- sin? —C- = — 2 sin — sin E sin E+ 1.

2 2 o2 2 2

11 suffit de remplacer dans la formule 430, A, B G respecti-
© A = B = G s yss
vement par 373’ g g’ g g’ commeon I'a déja
fait au numéro 4146.
On déduit de méme les formules 439, 140 et 444 des formules

131, 132 et 133.
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\P()Irmule 142,

. . A B C. 3A 3B 3G
8 8 ins e — — — — —_— —
sin® A4-sin Q+snn C = 3cos,2 <°°sg cos2 —-+cos 3 cos 3 cos 3
Ona . .
sjn 3A = sin A cos 2A +sin 2A cos A
= sin A(1 —2 sin® A)+ 2 sin A cos? A
sin 3A = 3 sin A — 4 sin® A.
On en tire )

| : s:in’A‘=§-sin A;%sin 3A: .
Ecrivons des formules analogues pour B et C, puis ajoutons;
ona ’ o h :
sin® A + sin® B + sin® C

= z(sin A —+sin B+‘sin G)—-’i(sin 3A 4-sin 3B + sin 30).

Remplagons les quantitéé entre paxjenthéses du second membre
par leurs valeurs tirées de 426, oli 'on donne & % les valeurs
1 et 3; il vient

. A B C 3A 3B 3C
ind ind 3 — p— —_— -_— — —_— —
sin® A+sin®B-+sin?C = 3cos2 cos2 cos2 -+ cos 3 cos 3 cos 3
Formule 143.
cos® A 4 cos®* B+cos® C
. . B. C . 3A , 3B . 3C .
= 3 sin 3 smgsm —.—sin — sin — sin — + 1.

2 2 2 2
Ona L ‘
¢0S 3A = cos A cos 2A —sin A sin 2A
=cos A(2 cos? A—1)—2sin?* A cos A
we ! = 4 cos® A—3 cos A,
On en déduit
cos* A = g‘cosA‘—s-% dcosA.
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Ecrivons des formules analogues pour B et C, puis ajoutons;
il vient
. cos® A + cos® B+ cos® G
= g(cos A -+ cos B + cos C)-&- %(cqs 3A + cos 3B + cos 30)-

Remplagons les quantités entre parenthdses du second membre
par leurs valeurs tirées de 128, ol I'on donne & 4 les valeurs
1 et 3; on obtient

cos® A 4 cos® B + cos® C

= ?—’[4 sin é sin P—sin -C-+i]+;[—4 sin % sin :ﬁ sin :ﬁ—i-i]

4 2727 2 3 3 3
= 3sin 2sin Bsin & gin 38 6in 3B in 3C 4
= 3 3 3 3 -2—81n. 3 .
Formule 144.

sin* A 4-sin* B 4+ sin* ¢

=%’cosSAcos 2B cos 2C + 2 cos A cos B cos C+g-

Ona
cos 4A = 1 —2sin®* 2A =1 —8sin?Acos? A

= {4 —8sin? A + 8 sin* A.
On en tire

sin* A = t—: cos 4A + sin? A——%-
Ecrivon; les formules analogues pour B et C, puis ajoutons:
sin* A +sin* B+-sin* G .
= %(cos 4A +cos 4B —+-cos 40) ~+sin¥ A—+-sin® B + sin: C —-g,
ou, en tenant compte de 425 et 134,

3
cos 2A cos 2B cos 2(“——;+2 cos A cos B cosG+2—§

I

MO = 2Ol

=

cos 2A cos 2B cos 2C + 2 cos A cos B cos G +g-
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Formule 145.
cos* A + cos* B+ cos* G

1
=§cos 2A cos 2B cos 2C—2 cos A cos B cos C+;-
Ona ,
cos 4A =1 —25sin?2A =1 —8sint Acos* A
= 1 —8 cos® A+ 8 cos* A,
On en tire

cos* A = ;—cos 4A + cos? A-—%v

licrivons les formules analogues pour B et C, puis ajoutons:

cos* A+ cos* B-+cos* C

= %(cos 4A + cos 4B + cos 4C)+ cos® A + cos® B+ cos? C—g.

ou, en tenant compte de 125 et 130,

cos* A+ cos* B+ cos* G

cos 2A cos 2B cos 20—%——-2 cos A cos BcosC 41 —-g

(AR Y

1
cos 2A cos 2B cos 2C — 2 cos A cos B cos G+ 3

Formule 146.
tgA4+tgB+tgC=1tgAtgBtgC.

Ona tg A+tgB
gA+tg
tgC=—tgA+B)=—y— 713
ou

tgC(1—tgAtgB)+tg A+1tgB =0,

tgA+tgB+1tgC=tgAlgBtgC.
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On peut aussi observer que
tg(A+B4C) = tg [(A+ B)+C]

igA+1tgB
: —— 2 _ +1gC
_ tg(A+B)+tgC  1—tgAtgB 8
T 1—-tg(A+B)tgC tgA+tgB
=1 —igagn &

_ tgA-++1gB+1gC—tgAlgBigC
~ 1—tgBtgl—tgCigA—tgA tgB’
et comme le premler membte est nul pulsque
A+B + C=m,

ona ‘
tgA+tgB+tgC=1tgAtgBigC.

P

Formule 147. e
tgmA + tg mB + tg mC = tg mA tg mB tg mC. (m, enlier)

En opérant comme dans le numéro précédent, on voit que
tgmA+tgmi3+tng——tgmA tgmB tgmC

«ggm(A+p+C)— —tgmB lng——tgm(.tgmA—tgmAtgmB
r
m(A + B+ C) = mn,
donc
tgm(A+B+C)=0;
par suite,

tg mA + tg mB + tg mC = tg mA tg mB tg mG.

Formule 148.

cotg mB cotg mC -+ cotg mG cotg mA + cotg mA cotg mB = 1.
(m, entier)

De la formule précédente on tire
tg mA + tg mB +.tg mC
" tg mA tg mB tg mC

=1, ‘




ELEMENTS ANGULAIRES 119

ou
1 1 1
tg mB tg mC+tg mG tgmA+t§ mA igmB 4
ou encore
cotg mB cotg mC + cotg mC cotg mA —+ cotg mA cotg mB = 1.

Formule 149.

cotg %—*— cotg 2—+ cotg g = ¢otg % cotg‘l-;- cotg ;

11 suffit de remplacer dans la formule 446 A, B, C par
= A= B =« -C . . . :
———3 ———3 ———, ainsi qu'on I'a vu dans le nu-

272’ 272 3 2
méro 116.

La formule 150 s’établit de la méme maniére, en partant de
la formule 448 oli ’on fait m =1,

Formule »151.
sin A cos B cos C - sin B cos C cos A+ sin G cos A cos B
= sin A sin B sin C. .
On a
sin(A+B~+C)

==sin (A+B) cos C+cos (A+B) sin C
= (sin A cos B+sin B cos A)cos C-+(cos A cosB—sinAsin B) sinC,

et comme o ‘ )
. sin{A+B—+C)=0,
il en résulte la formule & démontrer.
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Pormule 152.

cos A sin B sin G+ cos B sin Csin A <+ cos C sin A sin B
=cos A cos BcosC —+1.

Ona

cos(A-+B-+C)
==co0s (A—+B)cosC—sin(A—+B)sinC
=(cosAcosB—sin AsinB) cosC—(sin A cos B+sin B cosA)sinC.

En remarquant que
cos (A+B+C)=—1,
il vient la forraule & démontrer.

Formule 453.

cotg A + cotg B+ cotg C
== cotg A cotg B cotg C +- cosec A cosec B cosec C.

11 suffit de diviser les deux membres de la formule précé-
dente par sin A sin B sin C.

. Formule 154.
tgBtgC+tgCtg A+-tgAtg B =1 +-séc Aséc BsécC.

Le premier membre peut s'écrire, en remplacant les tan-
gentes en fonction des sinus et cosinus, puis réduisant am
méme dénominateur,

cos A sin B sin C - cos B sin G sin A + cos Csin A sin B

cos A cos Bcos C
ou, en {enant compte de 152,
cos A cos Bcos C+1
cos A cos B cos C

=4 —+séc A séc B séc C.
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Formule 155.
1g’A1g*B (8'C—(tg*A+1tg* B+ tg?C) = 2-+2 séc A séc. B séc C.

La formule 446 nous donne
tgAtgBtgC = tgA+tgB+tgC;
€levons les deux membres au carré :
tg'Atg*BgiC ;
=18'A+1g'B+1g°C+ 2(tg Btg C+ tg Cig A+1g A tgB);
en lenant compte de la formule 154, on a la formule demandée.

Formule 156.
AtgBt
8°A tg*B (g* C—(tg' A+1tg* B+ 1gic)— S 'BA 1B IgC

cos A cos B cos G

La formule 446 nous donne
tgAlgBigC = tgA+-tgB4tgC;
€levons les deux membres au cube, il vient
tg* Atg*BtgiC = (tg A+1g B+ g C).
Or, on sait que :
@+y)* =2+ y* + 3oy (z +y);

appliquons cette formule au second membre de I’égalité précé-
‘dente, en remplagant z par tg A et y par 1gB+tgC; il
vient

tg*Atg*Btg*C
= 18° A+ (1§ B+1gC)° + 3 (g A(tg B-+tg C(tg A+ (g B+ tgC),
ou’ '

18° A tg* Btg® C—(1g* A+ 1g° B+tg*C)
=31%BtgC(tgB+1tg C)+3tg A(tgB+tg C)(tgA+tgB+1gC)
=3(lg B+1g C)(tg C+tg A)(tg A+tg B)
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sm(B+C) sin (C+A) em(A—i—B)
"CosBcosC  cosCcosA cosAcosB

sinA-  sinB sinC
cosBcosC cosCcosA cosAcosB
__ o SinAsinBsinC  tgAtgBigC

cos? A cos? Bcos? G — cosAcosBcosC

Formule 157,

“colg B+coth+coth+colg A_’_colg,A—Fcotg'B _
tgB+tgC tgC+tg A tgA+1gB

Ona -
cosB cosC _ sin (B+C)
sin B ' sin G~ sin Bsin c’
sin B sinC _ sin (B+C)
cosB ' cosC cosBcosG

cotg B+ cotg C =

tgB+tgC=

En divisant membre & membre, il vient
colg B\+ cotg G

tgB-+tgC 4

Le premiei- membre de la formule & établir devient donc

= cotg B cotg C.

cotg B cotg C + cotg C cotg A -+ cotg A colg B,

et celte somme est égale 2 1, en vertu de 148.

Formule 158

) (1+tg%)(i+tg%)(i+tgc) _2+2tgAthtg

Toutes les formules établies depuis le numéro 4112 reposent
simplement sur la relation 441; on peut donc dans une quel-
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conque de ces formules remplacer A, B, C respectivement
par =—2A, w=—2B, =—2C, Dpuisque

(r — 2A) + (= — 2B) + (= — 2C). = 3r—2(A+B + C)=r=;
et cela, quand bien méme l'une.des quantités =—2A; =—2B
ou =—2C serait négalive.

Au lieu d’établir la formule 458, nous établirons la formule
qu’on en déduit en faisant la substitution indiguée, c’est-a-dire

[‘*‘g<‘;§)I[‘+'g(ré)][‘*‘g“z-%)]
=2+2tg(;-' A)eg< B)tg(— g)

On peut d’ailleurs remarquer que, réciproquement, la for-
mule 158 se déduit de cette derniére formule A I'aide de la
‘substitution indiquée au numéro 416 ; Pune quelconque des
deux formules entraine I'autre. ;

Ona . :‘A A
. ™
= Ay, %17%3 1-%3
tg(‘—" CatgTed gl
N 48462 g-2_
Donc

g (G-2) - —
1+ tg2

et la formule a établlr devient, en chassant le dénommateur,

s=3(1rwg)(treg)(rey)
+2(1 -—='tg-‘%)<1 —1g '-;)(4 —-tygg.).

. , B, C .
8=4+4(tg§tg§+'tg tg - +tgAgB)

ou

ou
) .B. C C A B
‘—‘gétgaf‘%‘grtga‘ga'

c’est la formule 450. .
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Formule 459.
A B, C
tgA+tgB4+tgC tggtgitg-g- .
(sin A +8in B +sin C)* ~ 2 cos A cos B cos C
Ona
tgA+tgB+tgC=tgAtgBtgC (146)
sin A +sin B +sin C == 4 cos % cos -g cos g—; (112)
donc
tgA+tgB+tgC  tgAtgBtgC
- {sin A+sinB+sinC)* A B .G

| R | Yot Ty
16 cos 3 cos 3 cos 3

85in4Acos A«in-]—s os-I-,singcosg
g "% g fillg Cosg Sing €083

Y

16 cosAcosBcosC cos? A cos? B cos?—

2727 2
A B G
gz ;

=2cosAcosBcos C

Formule 160.
cotg A + cotg B + cotg C— 2(cotg 2A - cotg 2B + cotg 2C)

cotg g cotg g cotg -;-]
= (séc A — 1)(séc B —1)(séc C—1).

Le deuxiéme membre s’écrit

( 1 l) ( 1 1)( 1 i)=(i—cosA)(1—cosB)(i—cosC)

cosA  /\cosB~ /\cosC cosAcosB cosC

A B.. C
8sin?— sin?= sin® —

2 2 2
cos AcosBcosG
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On en tire

cotg %‘cotgg cotg g— (86c A —1)(séc B — 1)(séc C —1)
‘ _sinAsinBsinC
~ cos A cos B cosC
=tgAtgBtgC
=tgA+tgB4tgC. (148)
cosA_sin A cos2A
sinA cosA 1

é sin 2A

Or cotgA—tgA =

de méme, ’

cotg B—tg B =2 cotg 2B,

cotg C—tg C = 2 cotg 2C.

En ajoutant ces trois derniéres relations, on a

cotg A + cotg B-+-cotg C—(tg A4-tg B4 tgC)
= 2(cotg 2A + cotg 2B - cotg 2C)

.

ce qui démontre la formule demandée.

Formule 1614.

cot A sin B4-sin C
83 T GosBtcosC

On a ‘
2 sin B+C cosB—_g
sinB+sin C T2 2 =th+C
cos B+ cos C QCOSB;CCOSB;C 2

A
— cotg' §.

= 2cotg2A;’
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Formule 162. . °

sin 4A + sin 4B +-sin 4C
cos 4A +-cos 4B 4+ cos 4G+ 1

tg 2A +tg 2B + tg 2C = —

Das formules 124 et 125 on tire

8in 4A -+ sin 4B+ sin 4C __—4sin 2As5in 2Bsin 2C
c084A +4-cos4B+cosdC+1~ 4 cos 2A cos 2B cos 2C
) =—tg 2Atg 2B tg 2C

=—(tg2A+tg 2B+ 1g 2C). (147)

On pourrait obtenir pien d’autres formules.analogues & I'aide
des formules 426 et 428.

Formule 163.

(sin A + cos A)(sin B + cos B)(sin C +cos C)
== 2 sin A sin B sin G+ 2 cos A cos B cos G+-1.

En effectuant le produit indiqué dans le premier membre,
on oblient la somme des premiers membres des formules 454
et 152, augmentée de ' sin A sin B sin C+ cos A cosB cos C.
En tenant comple de ces formules, la formule 463 est établie.

‘Formule 164.
‘cos A + cos B . + cos C
'sin Bsin C * sinCsin A" sin Asin B

= 9,

En réduisant au méme dénominateur, le premier membre
peut s’écrire ‘ .
sin A cos A —+-sin B cos B + sin C cos C
sin A sin B sin G ’
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ou ., .
sin 2A +sin 2B + sin 2C
2 sin A sin'B sin G

expres‘s‘ion qui est égale A 2, d'aprés la formule 120.

Formule 165.

tg B lg C tgC tgA IgA tg
- g T = 2
ig C+tg B+tgA ig C+tg B sécAséchécC

————

Le premier membre peut s’écrire

l«rA(L 1 )}— ! ! +tgC +—l—
8 th‘ wgc) 8 (th tgA) g (lgA th)’
ou

11y
(tgA+th+th)(tgA %5 +lg_C)—3’

ou, en tenant compte de 146,
1 1
tg Athth(tgA+th+‘8 c) —3,
ou tgBlgC+tgCtgA+4+tgAtgB —3,
et cetle quantité est égale, d’aprés 454, &

séc A séc Bséc C —2.

Formule 166.
l—thlgC+l—thtgA+1——tgAth_ 3
cos? A cos®B cos?C ~ cosAcosBcosC
Ona
1 —tgBtgC cosBcos C—sin Bsin C
costA  costAcosBcosC
cos(B+-C)" 1

“costAcosBcosC  cosAcosBcosG
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Les trois fractions du premier ‘membre ont ainsi la méme
3
" cos A cosBcos G

valeur, et leur sorme est égale a

—

Formule 167.
. C . A . B
sin (B+ §)+ sm(C -+ §) -+ sm(A -+ §)
—-4cosB_ccosc—AcosA—B—i
- 4 4 i )
Posons
C = A = B =
B+§—§-—¢, C+-2-=§-—B, A+§—-§—“{r

en ajoutant, on a
;(A+B+C) = i—;—(u+ﬂ+ 1),
c’est-3-dire e+ B+ y=0.

En opérant comme dans le numéro 414, on voit sans peine
que :

cOSa+dosp+c0574_-2cos°—‘;;—§cos¢;p+2cos*1¥—i
; v a— ¢+B —1
—2cos§(cos g T s — )
=_Acos§cosgcos%—l.
Or,
e B C A+B+C—2B—C
2 1 2 1 i
_A—B
—...-—-4—,
de méme, :
B_B—C vy _C—A
27 4 2= 4

ce qui établit la formule.
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Formule 168..

sin A sin(A —B)sin(A — C) + sin B sin(B— C)sin(B — A)
+ sinCsin(C — A)sin(C —B) = sinAsinBsinC — sin2Asin2Bsin2C.

On a

sin (A— B)sin(A — C) = %[cos(C —B)—cos(2A—B— (;)]
1 :
= §[cOS(G—B) ~+ cos3A] .
Le premier terme du premier membre peut donc s’écrire
1
é[sin A cos (G — B) + cos 3A sin A]',
et, par conséquent, ce premier membre devient

%[sin A cos(C — B) + sin B cos(A—C)+ sin G cos(B— A)]

-+ % [cos 3A sin A + cos 3B sin B - cos 3C sin C] .

La premiére parenthése est égale &
1

2[3 sin A sin B sin G+ sin A cos B cos G+ sin B cos Ccos A

<+ sin G cos A cos B]"

ce qui peut s’écrire, en tenant compte de 454,
2 sin A sin B sin C.

La deuxidme parenthése, en remarquant que

1 . 1/, .
écos 3AsinA = 1(sm 4A —sin 2.&) ’

\
peut s'écrire

i(sin AA -+ sin 4B —+ sin 40) ——%(sin 9A -+ sin 2B + sin &c},

ou, d’apres 124 et 120,
— sin 2A sin 2B sin 2C— sin A sin B sin C..

Rel. ent. élém. triang.
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Le premier membre de la formule 468 est donc égal A
sin A sin B sin C — sin 2A sin 2B sin 2C,
et la formule est établie.

Formule 169.

sin® A cos(B — C) + sin® B cos(C— A) + sin® C cos(A —B)
= 3 sin A sin B sin C.

On a
sin® A cos(B — C) = sin? A sin(B <+ C)cos(B — C)
= ; sin® A[sin 2B 4-sin 2C)
= sin? A[sin B cos B + sin G cos C].

En remplagant de méme les deux autres termes du premier
membre par une formule analogue, ce premier membre peut
s'écrire
sin® A(sin B cos B+sin G cos C)+sin? B(sin C cos C+4-sin A cos A)

~+sin? G(sin A cos A—+sin B cos B),
ou - :

sin B sin G(sin B cos G+ sin C cos B) ‘
~ sin G sin A[sin C cos A +-sin A cos C]'

" —-sin A sin B[sin A cos B~+sin B cos A],
ou

sin B sinC sin(B—+C)-+s8in Csin A sin(G+A)-+-sinA sin B éin(A+B)._
c’est-d-dire
3sin A sin B sin C.

En terminant les démonstrations de cette série de formules,
nous remarquerons qu’on peut en déduire de nouvelles en rem-

A = B x C
———, ou par

1 r_a T
placant A, B, C par 373" 53’ 373
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®—2A, =—2B, =x—2C ou plus généralement par>
. T T T T T T
'§+k(§—A)a §+k(§—B)’ '3-+k(§—C)a
puisque
T £ L] ® 'y L
k élant un nombre quelconque.
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Formule 170.

a b ¢

sinA=sinB=sinC=2R'

Dans le triangle OIB
A " ona
; IB = OB sin I0B.
0 1 N\ L'angle [OB est égal
B 1 ¢ B——, C A A, si A estaigu, et
‘ au supplément de A, si

A est obtus; donc, dans tous les cas, sin IOB =sin A, etla
relation peut s’écrire

= R sin A,

NI R

dou
a
sin A 2R,
cette relation ayant lieu quel que soit le c4té choisi, la formule
demandéc est établie.

RemarQuE. — On voit ainsi que les cotés d’'un triangle sont
proportionnels aux sinus des angles opposés; il en résulte que
si une relation est homogéne par rapport aux cdtés, on pourra
remplacer les cOtés par les sinus des angles opposés. En effet,
en remplagant a, b, ¢ par leurs valeurs égales, 2R sin A,
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2R sin B, 2R sin C, 2R -disparaitra par suite de I’homogénéité,
et le résultat sera le méme que si on avait simplement rem-
placé a, b, ¢ par sin A, sin B, sin C.

On pourra de méme, dans toute relation homogéne par rap-
port & sin A, sin B, sin C, remplacer ces quantités par a, 6, c.

Formule 4171.

a:bcosC+c‘cosB.

Ona sin A = sin(B +C),
sin A = sin B cos C+sin G cos B;

cette relation étant homogeéne par rapporta sin A, sin B, sin G,
je puis remplacer les sinus par les c4tés, ce qui me donne

a = bcos G—+c¢cosB.

Formule 172.

a® = b* + ¢* — 2bc cos A.

La formule 132 nous donne _
sin? A + sin? B —sin® C = 2 sin A sin B cos C, .
relation homogéne par rapporta sin A, sin B, sin G; en rem-
placant les sinus par les c6tés, on a
a?+b* — ¢ = 2ab cos C
ou ‘¢ = a* + b* — 2ab cos C,
dont la formule 172 se déduit par une simple permutation de
lettres.

On trouvera dans tous les traités de trigonométrie des dé-
monstrations directes des formules 171 et 4172.
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Pormule 473.

sin A = -bg-c \/p(p —a)(p—b)(p—c).

De la formule 472 on tire

cosA=2H—a

- 26c

d'olr -
(6*+c*—a?

it A =1—cos*A = 1__“;?’__.

_‘Cb’c’ — (b —at)?

462c2
o _ (2bc + b + 3 — a3)(2be — bt — * + a?)
- 4b3c?
[(6 +¢)* — a¥][a® — (6 —c}']
= Ab3c?
_(b4c4a)b+c—a)a+b—c)a—b+c)
- a6
_dplp—alp—bip—c)
- bic

On en déduit la formule demandée.

Formule 174.

sin % =\ ‘p=8p—0)

be

La formule 472 donne

sy Bre—a
< A= %C ]
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d’ol o
A 2bc— b — ¢ 4 g2
in? = =4 — =
2 sin 3 1 —cos A e
a?—(b—¢)? (a+b—c)(a——b+c)

- 2b¢ %be

_2(p—0)p -—c)‘

- be
On en déduit

Ao \/(p— b)‘r—c)

Formule 175,

cos%:\/p(’;c_a).

La formule 172 donne

b+t —at
COSA-—T’
d’ot 2 5 . .
+ct—a
Zcos’%=l+cosA= e+ Sbe
(b+c)*—a* _ (b+c+ a)b—+c—a)
= %% = 20b¢
__2p(p—a)
- be

On en déduit

A p(p—a),
Cos §'= \/T
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Formule 176.

(» — )(p—-c

tg 3= p(p —a)

Il suffit de diviser membre & membre les formules 474 et
478. Cette formule peut aussi s'écrire

r
p—a’
en tenant compte de la formule 5.

A

Formule 177.

siné
psing

a=

cox & cos &
9383

De la relation 470 on déduit
9 )
a a+b+c _ 2 (142)

sin A~ sin A—+sin B+sin G
4 cOs = COS = COS =»

2 2 2
ou
a _ P
2 'nAcosA—Qco Acosgcos-’
Sing sy $3 %33
ou

a 4
sin AT cos B cos 9
2 2 2
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. Formule 478. -

cosB__C
b+c_ 2
e sinA
2

De 470 on déduit
a b+c
sin A~ sinB—+sin G’

ou
a _ b+4c
ta,'inécosé 2sinB+CcosB-C,
2 2 2 2
et comme
cos é = sin B+C,
2 2 -
il vient
a _ b+ec
sin é cos B——g
2 .2
Formule 179,
_ . B—GC
b—e sin 3
a cos é
2

De 470 on déduit
a b—c
sinA  sinB—sin G

ou
a _ b—e
2 si A A_2sianC'cosB+G
SIDECOSQ ) 9

137
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et comme
sin é = cos B+G
2 2’
on en tire
a  b—c
cos A~ sin B—C
2 2
Formule 4180.
sin(A—B) a*—$?
sin(A+B) &
Ona
sin(A—B) _ sin(A—B)sin(A+B) _ sin*Acos’B—sin?Bcos*A
sin(A+B) sin®(A+B) sin? G
_ sin® A —sin* B
- sin?'C

En remblaqant dans le second membre sin A, sin B, sin G

a b c . .
-Q—Rs éﬁ et ﬁ’ il vient
sin(A—B) a*—{?
sin(A+B)~ ¢

respeclivement par

Formule 184.
tgA  ’+a*— 0
tgB ™~ -+t —at

De la formule 472 on déduit

’+a*— 06> 2accosB _acosB
Mrc—a*  2bccosA  bcosA
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+a*—b sinAcosB _tgA
b*+c*—a* sinBcosA tgB '

Formule 182.
a sin {B— C) + b sin (C— A} + ¢ sin (A —B) = 0.

Remplagons a, b, ¢ par 2R sin A, 2R sin B, 2R sin C;
le premier membre devient
2R[sin A sin (B —C) - sin B sin (G — A) + sin C sin (A — B)],
ou ' .
2R [sin (B - C) sin (B —C) —+ sin (C + A) sin (C —A)

+sin (A + B) sin (A — B)],
ou

2R [sin® B — sin® C + sin® C — sin® A*+-sin® A —sin® B],
expression qui est nulle.

» Formule 183.
atsin (B—C) b8*sin(C—A) c?sin (A—B)
Y n -+ n =0.
sin A ‘ sin B . sinC

La méme substitution que plus haut donne dans le premicr
membre ‘
4R*[sin A sin (B — C) - sin B sin (C — A) +-sin C sin (A — B)),
expression qui est égale & zéro en vertu du calcul précédent,
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Formule 184.

. B—C . C—A . A—B
a sin b sin ¢ sin
2 + 2 -+ 2 =0
sin — sinE sing o
2 2 2

——

La mé&me substitution que dans les formules précédentes
donne dans le premier membre

lll[s.inBLc cos -é+ sin C—a cos I—;+sin A—B o5 g] ,

2 2 ) 2 2 2
.B—C_,B+C ., C—A , C+A ., A—B . A+By..
lR [sm 2 sin 3 +-S1n 3 sin 2 -+sin 3 Sin 2 ]1
ou 4 A

B C Cc A A . .B1
ng — ——eind — in? - —cin® — ind — N
AR[sm 3 sin 2+sm 3 sin 2+sm 3 Sl? 2]

expression qui est nulle.

Formule 485.

C—A ..A—B
(4

a sin b sin

sin
2
= 0.
A B+ C
COS — COS — : COS —

2 2 2.

En remplagant a, b, ¢ par 2Rsin A, 2R sin B, 2R sinC
respectivement, le premier membre devient

lB[sin%sinP—:—E -+ sin Esinc—A+sin9 sin A_B]‘.

2 2 2 2 2
Or,ona
. A.B—C 1 A+C—B A+B—Cq.
‘sm-i- sin 3 =§[cos—2—— _T]’
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de méme,
singsinc—A—-’[c sB————+A—c—cosB+c_A]
27 g el 2 2 ’
sinEsinA_B-— ! [ os————C+B_A—cos G+A—B]
2 2 2 2 ) )
En ajoutant, on voit que
sinésinB_C sinBsinc—A-l-sin—c-sin ——— =0
) g TStg 2 2 g —

et la formule 185 est établie.

Formule 186.
a*$in B—C)  &*sin (C—A)  c*sin(A—B) 0
sin B+sinC  sinC+sinA ' sinA—+sin B

La méme substitution que plus haut donne dans le premier
membre
R’[Sin’ Asin (B—C)  sin’*Bsin(C—A) sin*Csin (A—B)]. (@)
sin B+ sin C sinC—+sinA ' sin A+sinB

Or,
* sin? A sin (B—C) __sin A sin (B—+C) sin (B—C)
sin B-+s8inC sin B + sin C
__sin A (sin* B—sin® C)
- sin B+ sin G

= sin A (sin B — sin C),
On a de méme
sin? B sin (C— A)
sin G+ sin A
sin? C sin (A —B)
] sin A+ sin B
Ajoutons membre 3 membre ces trois égalités; on voit que
I'expression («) est nulle. La formule 486 est donc établie.

= sin B (sin C —sin A),

= sin C [sin A — sin B].
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Formule 187.
1 A 1 B 1 C P
- cos? — + - cos? D
acos 2—!-6608 2-!— COSs abe

La formule 475 donne

A_rplp—a -—a)
2
‘ cos R vem
et-de merqe
cos? E —_ M ’
2 ca
C_plp—o
2 = .
cos 3 >

En remplaqant. ona

1 :A 1 octB 1. 0 P(P_a)""’( —b)+p(p—c)
acos 2+bcos 2—|- CO8" — 2 abe

3p*—pla+b+c)
abe abc

Formule 188,

-l c—a g it et P =0,

Ona
B+4+C 1 p—a

tg = = ’

2 A r

d’aprés la formule 176.
Le premier membre de la formule 188 devient alors

[o—erp—a)+ (e —aip—b)+ @ —bip—0)],
ou, en mettant p en facleur, _
;[(b—c+c-—a+a—b)p—-a(b-—c)—b(c-—a)—c(a—b)].

expression visiblement nulle.
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Formule 4189.

- — A—
b+l Crecraeizt +@rnwizl =0

En divisant membre & membre les formules 478 et 179, on
obtient
¢ B—C b—c¢ A
g 2 =
relation qui est d’ailleurs utilisée dans la résolution d'un
triangle connaissant deux cdtés et 1’angle compris.
On peut écrire cette relation
B—C _ b—c¢ .p—sa
8 2  b+c r

B—
et, en remplagant tg 3 par cette valcur dans le premier

membre de 189, on obtient

*[e—ap— a1+ —alp—b) + (a—b)p—0)],

expression qui est nulle comme on I’a vu précédemment.

Formule 190.
cosB—cosC  cosC—cosA cosA—cosB
p—a p—b p—¢ -
Ona B+C . B—GC A. B—-GC
. B+C . B— . B—C
¢os B—cosC =—2sin g sin—g _—2cos§sm 3
D’autre part, la formule 4176 donne
A
B _‘r cos &
Pra="3x=" &’
tg = sin —

2 2
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En divisant membre & membre, il vient

cos B—cos C 2. A, L B—-C
———————— = — = sin — sin
p—a r 2 2

?

et le premier membre de la formule 190 s’écrit

2 [sin A sin B—C ~+ sin E in c—4A -+ sin E"‘sin _B]-
3 A 2 g S g g " g I

or, nous avons établi au numéro 485 que la quantité entre

parenthéses était nulle.

Formule 4191.
= 13/ abe
—é, sin A sin B sin C

De 470 on déduit
1 a 1 b 1 ¢

~2 'SinB’ R=s e’

—

2 sina’
multipliant membre & membre et extrayant la racine cubique,
on a la formule & établir.

Formule 192.
acos A+ b cos B-4c cos € = 4R sin A sin B sin C.

En tenant compte de 470, on peut écrire

‘@C08S A+bcosB—+ccosC :

= 2R (sin A cos A +sin B cos B+ sin C cos ()
= R(sin 2A + sin 2B+~ sin 2C),

et, d’aprés la formule 120,
a cos A~ b cos B+ ¢ cos C.= 4R sin A sin B sin C.
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Pormule 193.

. ‘ p
. (1 =4 cos A)(1 + cos B)(1 +cos C) = o

Ona
i+cosA=2cos’§s

i+cosB=‘2cos’§»

1+4cosC=2 cos'g,
multiplions membre & membre; il vient

(1 4 cos A)(1 +cos B)(i'+§os C) =8 cos? g cos? g cosY g;
ou, en tenant compte de 112, '

]
(4 + cos A)(1 4 cos B)(1 +-cos C) = (sin A +-sin B +-sin C)

’(R 3R ZR).

~ ml-m.—

I
[~ 2

[
=

" Formule 194.

a sin A + b sin B+csinCG | a4 84
acosA+bcosB+ccosC™ abe

Ona ' '
2
a sin A + b sin B+csinC=ﬁ§b-;i—i’; (470)

d’autre part, d’aprés 192,
a cos A+ b cos B+c cos C.= 4R sin Asin Bsin C

abe abe
=R 0% = o

Rel. ent. élém. triang. 10
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Divisons membre & membre ; il vient

asinA+bsinB+csinC_ a4+ bt 4 ¢t
acosA+bcosB+ccosG abe
Formule 195.
A B G r
18§t8'§t8§-—,—,'

La formule 176 nous doune _
A, r B r cC r

tg—é:}:‘-, tg§=p——-5' tg§=p_c:
mulliplions membre & membre, on a
' A, B _C r? r
tg=tg=tg-= = — 5)
833 = G ap—hp—9 m
=1
P
Formule 196.
in sin—sin——l
R R R Ty

La formule 174 nous donne

_ /T3,

—2
sinB_/p=cp—a)

2 ca

G p—a)p—0),
sin 2TV T

mulliplions membre & membre, il vient
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ALB_C_(p—ap—blp—0
sm 2 sm § sm 2 abc
,
= -“TS =-m- (5 et 7)
Formule 497.
A B C p
cotg 3 -+ cotg §+ cotg 3=
De la formule 176 on tire
cotg——Br—a, otgg—-p——r_—b. cotg%:p:c;

ajoutons membre & membre, on a

cotg —+cotg +cotgg p—_a+p :—b_'_p— c_ 3 :2” g

Formule 198,

E-&-t 9__4R+r
g T 83 =

A
tg§+tg

D’aprés 176 on peut écrire
tg + tg + tg (2:

r r r
= — +
p—a p—b p—c
— r ) _ _ .
= (p—a)p—0)p—) [(e—b)p—)+p—c)p—a)+(p—a)p—)]

_ r :__
- (P—a)(p-—b)(p-—c)[?’p 2”(“+”+C)+"°+‘-‘a+ab] .

r
=(p__a)(p_b)(p_c)[—p’+bc+ca+a§].
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Remplagons be + ca+ab par sa valeur tirée de 8; ona
C. r 4R—+1r
+ t + t (r’ -+ 4Rr) .
tg gg+tigg= pr >

On trouvera au numéro 217 une autre démonstration s’ap-
puyant sur les valeurs des rayons des cercles exinscrits.

Formule 4199.
R a+b—+c . .
* - acosA-+bcosB-+ccosC
Ona
a+b+ec _ 2p (102)
acosA+bcosB+ccosC ™ 4Rsin AsinBsinC .
=—r (470)
.
8R3
LR’p E
— 4RS
Formule 200.
sin A+4-sin B+ sin C = %
Ona 9
_a+b+ec p_ P
sin A -+ sin B 4-sin C =R =3 "R (HQ)
Formule 201.
2
-sin B sin C—+-sin C sin A—-sin A sirB = p_-'-rﬂ_-:-ﬂ
Ona s »
sin B sin C~sin C sin A--sin A sin B = i:ﬁ,i(ﬂm
pr+1r3-44Rr
S T

d’aprés la formule 8.
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Formule 202.

sinAsinBsinC:%- A

Ona

o abc 4RS  pr
smAsmBSinC—Qﬁ"'sia'—g_[{i'

Formule 203.

cosA+cosB+cosC=l+%.

On a, d’aprés la formule 114,

co8 A+cosB+cosC =4 sin.% singsin g+i,

ce qui peut s’écrire, en tenant compte de 496,

cosA+cosB+cosC=£+l.

Formmule 204. -

2 ’__ 3
cosB cos C+cosCcosA-+cos AcosB = 'D—_*-%,—‘B-

Le premier membre peut s’écrire

cos (B + C) + cos (C -+ A) +cos (A + B) +sin Bsin C
~+sin C sin A + sin A sin B,
ou

—(cos A+ cos B+ cos C)—+sinBsin C+-sin Csin A+sin A sin B,
ou, en tenant compte de 203 et de 201,
1 _1_‘+p’+r’+4Rr__p’+r‘—4R’
R* ~ ART
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Formule 205.

2 __ (2 ]
cos A cos BcosC =P___(ﬂg_+'_‘)_.

De la formuyle 130 on tire
1 —cos? A —cos?* B—cos? C
2

__sin’ A 4 sin? B+ sin* C—2
- 2

__a*+ b+ c*—8R?
- 8R?

cos A cos Bcos C =

s (470)
et, en tenant compte de 9,
2p* — 2r* — 8Rr — 8R?
8R?*
_ P —(@2R+1)?
- AR?

cos Acos BcosC =

Formule 206. .
acotg A+ b cotg B+ ¢ cotg C =2(R—+r).

Ona
a cotg A - b cotg B+¢ cotg C
= 2R(sin A cotg A+ sin B cotg B -+ sin C cotg C) (470)
= 2R(cos A =+ cos B + cos C).
D’apres la formule 203, le second membre peut s’écrire

211(1 +§) =2R-+7).
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Formule 207.
A - B C r
ig B in? = 4-sin? = — 4 — —.
sin 2-+—s.ln 2—i—sm 3 1 3R
Ona
A B C 1 .
A B LG i _
sin 2+sm 2+sm 3 2(1 cosA-+1—cosB--1 cosC)
1
=3 [3—-(cos A +cosB--cos C)]
| r
=3[3—1—¢] (203)
r
—l—ﬁ{'
" Formule 208.
becsinA  asinBsin C
h¢= == - .
a sin A

Dans le triangle rectangle ACD ona
AD = ACsin C,

A h, = bsinG;

donc
25 = ah, = ab sin C,

On aurait de méme

B D C 28 = bcsin A;

donc

ah, = bc sin A,
h, = be sin A.

a

Remplagons dans cette formule & et ¢ par leurs valeurs

asin B ta‘smC tirées de 470 ; on a

sin A e sin A

h_asinBsinC
e~ " sinA
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Formule 209.

. B_. G
2psnn§sm§
ho= ——x—°

008§'

. . — Y——

De la formule 470 on tire
a b ¢ a+b+c¢
sin\A—sinB_sinC_sinA+sinB+sinC

o p

2¢c écmv.-'icos-(3 (112)
053085083

Remplagons E:—A par cette valeur dans la seconde expression
de h, déduite de la formule précédente; on a

ZSinBsinc
p sin 5 sin 5

h o= psinBsinC

‘—Qwsécos'icosc— coA
g c083cs 3 °3
Formule 2410.

k, = 2R cos A = a cotg A.

Dans le triangle AHD’ on a

__AD" _ AD
A ~ cosHAD' sinGC’
, puisque les angles HAD' et C sont
D . .
complémentaires.
D’autre part, dans le triangle ABD',
g D¢ ©°ne

AD' = ABcos A =ccosA;
on a donc
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, C€COsA
e sin C
Nous avons supposé I'angle A aigu; quand il est obtus, la
formule ne peut évidemment subsister,
puisque cos A est négatif.
" 8ilangle A est obtus, on aura encore
' ‘ AD"
mais dans le triangle ABD', on aura
AD' = AB cos D'AB = AB cos (x — A)
‘= —ccos A,

= 2R cos A.

B D ¢

de telle sorte que .
AH = —2R cos A.

Si I'on suppose alors que A/ est le nombre algébrique défini au
numeéro 43, on voit que dans ce cas A} est négalif ; on a alors

K, = --AH,
et par suite
" R, = 2R cos A.
On peut d’mlleurs remarquer que
Ol==RcosA;

Sl donc k, est la coordonnée trilatére (!2) ad point O, relatne
au chbé BC, on aura dans tous les cas
k, == Rcos A,
et, par suite, on en déduit la formule 8.

A l'aide de la’formule 470, on voit sans peine que
2R cos A = a cotg A.

Formule 2411.
"k, == 2R cos B cos C.

Dans le tnangle DHC, ona
HD = DC tg HCD = DC cotg B,
puisque les angles HGD et B sont
complémentaires.
D’autre part,
DC = AGcosC =bcosC;
B b .c donc

A
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h; = b cos G cotg B
_bcosCcosB

- — 2R cos B cos C.
sin B ‘

Si l'un des angles B ou C esu obtus, cette formule subsiste en y
considérant A7 comme une quantité algébrique représentant l'une

des coordonnées trilatéres (12) du point H.

Formule 2412.
2be cos é
I = 2

. b+c

Cette formule peut se déduire immédiatement de la for-

A
mule 34, en tenant compte de la valeur de cos 3 donnée

par 175. '
On peut aussi Pobtenir directement en appliquant la relation
des sinus au triangle ABL, ce qui donne

‘ '_A_I_J_ sin B
1 B = 2
Ek ot «
Or nous avons vu au numéro 31 que
B L "¢ : , ae
‘ BL = .
b+c
Donc
A
AL = ac sin B _ be sin A _ 2be cos 2
(b—l—c)siné (b+c)siné b+e

2 2
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Formule 243.
A
2b¢ sin 3
lg=——". b>c¢
b—c

Cette formule se déduit des formules 32 et 474 ; on peut
‘ aussi l’obtenir directement.

Appliquons la relation des
sinus au triangle ABL, ; on a
AL,  sinB
Ly B C B_L; N A)
sin <§ _ 2
Or nous avons vu au numéro 32 que
ac
BL, = ==
Donc A
. i —_
acsin B be sin A 2be sin 2
AL, = = =
(b—c¢)co A b cosA b—e
s (b—ccosg
Formule 214.
bec A
d = e -
= P cos 5
Dans le triangle AO'C on a C
' A A0’ sinACO _ “" 3
AC " sinAOC — ( A+C)’
sin (1 — ——
2
ou
.G .
v sin ¢ sin 3
a -
B ¢ 3T _A¥cT B
"= °3

> By e
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On en déduit

bsing
I = s

: ‘COSE

qu’on peut aussi écrire
U = be cos A
a P 9 ’

attendu que d’aprés la formule 477, on a

sing
psiig
C =

cos A cos B
2 2

Formule 215.

abe
p(b+c)

. A
I = cos 3

Ona
l;= la_t:z’

ou, en tenant compte de 242 et 215,

A A
b p 2
2b¢ cos 3 be cos 3

b+c P

'—-
a =

2 2

pb+e) — pb+e)

.On aurait pu aussi obtenir les valeurs de / et de £ en se
servant de la relation '

be cos A (2p—b —c) abe cos A

ta

h:_h —r

a

R RN
oy

établie au numéro 35.
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" Formule 216.
a2 b3 = 4R(h¢ cos A + h, cos B+ h, cos C).

On a vu (210) que ‘ .
h, = 2R cos A;

le second membre de la formule 246 peut donc s'écrire

2(h by + hyhy + h ) s
et cette expression est égale & a4+ ¢!, d'apresla for-
mule 43.

Formule 247.

A
ra=ptg§.

Dans le triangle rect}zngle AOK;, ona

0,K; = AK] tg 0,AK],
A ou. .

A
=Py
: A
B C En tirant de cette formule tg§ et des

formules analogues’ tgg et tgg, et

tenant compte de 51, on obtient la for-
mule 198.

Formule 218.

C B
r,=(p—b) cotgﬂ—:(p—-—c) cotgg- i

Dans le triangle 0 K,C on a .
0,K, = K,C tg 0,CK,.
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or, KC=p—0b, (54)
A = C
O.CK, = 3—3;
donc
B X e r¢=(p—b)'cotgg-

On aurait de méme, en considérant le
triangle O,K,B,

r,= (p—c) cotg g

Formule 2419.

A B
r, = 4R sin 3 cosicos 3

‘Les formules 4174 et 475 donnent

Multipliant membre & membre, on a
—b)p— —a)r}
plp—b)p—c) (p—alr} (38)

. A B
SIN ~ COS — COS — =

2 2 2 abe 4RS
rd
. - Z—li '
puisque S=(p—ar,

On peut aussi obtenir la formule 219 en multipliant membre
4 membre la formule 247,

. A
‘ 'a=Ptg§’
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et la formule 200 écrite sous la forme

. A B C
p—&Rcos;cos-z- cos g+
d’aprés 442.

Formule 220.
B—C
2

r,-+r = 4R sin z-é cos
3

Les formules 496 et 219 donnent

. A, B C
r—4Rsm§sm§sm§,

. A B
r, = 4R sin 3 cos 3 cos g3
ajoutons membre & membre, il viént

. A B C .C. B
r,—+r = 4R sin = €S 5 €08 5 —+sin g 8in 3 )

2 2 2 2
. A B—C
ra+r—4Rsm-2— cos 3"
Formule 221.

: A
r,—r=4R 5"?'5'

Les formules 196 et 249 donnent

. L A. B . G.
.r=4Rsin§sin-2—sm§,

. A B_G
r¢=4Rsm-2-cos§cos§;

159
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retranchons membre & membre, on a

. A B C . B.C
r,—r = 4R sin 5 (cos z cos z — sin 7 sin 3

2 2 2 2 2
— . A B+C_ R\
= 4R sm§ cos g = 4R sin 3

Pormu}e 222.
T, 1, = 4R cqs’ g
La formule 219 donne )
r; = 4R sin g cos g cos -g >
r, = 4R sing cos g cos %;

ajoutons membre & membre,:

C[_.A B . B A
ra+rb=chos—[sm-—cos——i—sm—cos—]_

2 2 2 2 2
_ C . A+B‘__ .G
—LRcosésm 3 = 4R cos 3

}"ormule‘223.
ra—rb—_:lmcosgsin A;—B.

En retranchant les deux relations qu’on a ajoutées dans le
numéro précédent, on a ‘ S

Cr. A B . B A
T,—71, __ 4R cos 3 [sm 3 cos 3 — sin 3 cos §]

= 4R cos;:sinA_B
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Formule 224..
B C
a= ra(tg§+tg E)'
De la formule 248 on tire
B
r, tg g=P—6

C
T "g § =p— b;
ajoutons membre a2 membre, il vient

ra(tg§+tg-2(-]) =2—b—c=a.

Formule 225.

B C
asm§ sm§
r=————

cos A
2

Les formules 495 et 177 donnent
. A, B, C
r=plgg gz t8as .

sin A
2
a=p

.,
Yy

cos B cos
2 2
divisons membre & membre, on a

sinEsin(—:

r_ 2 2.
@ cosé
2

Rel. ent. élém. triang.

KL

161
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Formule 226.
a cos ]—3 cos 9
2 2
A
CcoS =

_ '

Les formules 247 et 477 donnent

r=plgé, |
a 2 !
psin-A- !
a=—0 2 |
cos 2 cos = |

2 2

divisant membre & membre, il vient . !

OOSECOSC
peos 5083

rﬂ
ri A

- \
coSs 3

Formule 227.
r, =r cot B cot ¢
a = g3 colg 3
On-peut diviser membre & membre les formules 225 et 226,
eu encore, remarquer que 'on a
r¢=ptg%. (217

A B, C
r_p‘tg-é-tggtgég (195)

et diviser membre & membre.
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. Formule 228
r,+r,+r, = 3R+ R(cos A + cos B+ cos C).

De la formule 217 on tire
A B
T, ryt+r, = p(tg §+tg 3 + g 9),
ou, en tenant compte de 198,
r,+r,4+r, = 4R +r,

formule déja établie au numéro 54.

D'autre part, d’aprés 203, on peut écrire .

3R + R(cos A+ cos B-+cos C) = 3R + R(i +%)

= 4R +4-r;
donc
reg=+ry;+r, = 3R 4 R(cos A+ cos B+-cos C).

Formule 1229,

— abe cos A cos B
rarbrc-—a CCOSECOS-Q-COS '2—'

De la formule 226 on tire

aOSEGOSg
0833

A
[} ry

b ¢ cos é
cos 3 3

cos B
2

L‘COSACOSB
22"
r—_—.___._..‘___—.
COS§
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Multiplions membre & membre ; on a

— wboccsA B C
rqrbrc = abc cos § 0(.)8 '—2- cos —2-' v
Formule 230.

' A B _C_
r .y, cotg 2 cotg 3 cotg 3 =r.

La formule 247 donne

A B
r, cotg 3 =" r, colg =D
Multipliant membre & membre, on a

r r,r, cotg % cotg-g cotg ¢

§=

Formule 231.

. A
hasm§
re=— .,

2cos,l—3cosC
279

Les formules 4195 et 209 donnent

A B C
' —ptgétgétgéo

. B . GC

2p sin = sin —

2 2

h¢= A >
COS§

divisons membre 3 membre, on a
: sin A
r 2

a — —
2 cos 3 cos 3

C
r, cotg g =P

P’
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Formule 232,

. A
h, sin 3

2 sin ]—3 sin E
2 2

Les formules 247 et 209 donnent

A
ra=ptg§,

2 sinBsin-(-:-
e
h, 1 ’

cos—2

en divisant membre & membre, il vient

siné
. _'g_ 3
ha_ . B . G
2sm—2-sm-2—
Formule 233.
h —2r h
N il ey =tg%t5%'
a a a
Ona '
h,—2r 2r a
3 = ——E= {——
puisque
ah, = 2pr = 28.
Donc
ha—2r p_a

«

h, P
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Or,

B (P —c)p—a) | /ip—a)p—0) |
tg — to' = 176)
53 \/ p(p—0) pip—c) (
_p—a

Donc

De méme,

h, _ 1 1 _p—a
ha+2ra_l 2 a p -

Formule 234.

I_p—a __r_.
A0 _cosA sinA
2 2

Dans le triangle rectangle AO'K’ on a

! rdd
cos é sin é
»‘; " | 3 3
G N
A T LA sin A
B C . Ccos 2 2
Formule 235.
"p sin = sin ¢ 2a sin B sin ¢
2772 2779 . B .G
AQ' = = = 4R sin = sin —.
i 2 2
cos ;A cos ]—3 cos E sin A

.2 2 2

Remplagons dans la formule 234 » par sa valeur tirée de
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195, on a A B G
ptgstgstegg
AO = T _ 2°2°2
sm—2- cos_2
sinBsing
psing sty

Il

€08 — COoS B cos G
2 2 2

167

- En remplagant dans cette derniére expression p par sa va-

leur tirée de 177, on a

sin = sin = asin]}sin— %sinEsing
Peig™e TMg¥a 2
co cosBcosg—cosAsiné— Bin A
$3008500% g 33
et, 9nﬁn, comme on a
a
smA - M
C

. B,
a sin = sin -

2 . B_. G

"~ Formule 236.

r
A =P __ _a

a

cosA sin A
e

Dans le triangle AQ K| ona

AK; 0 K
A0, = j\: “A
B C cos —  sin —
[ ‘ 2
Aw P
Ki =

79



1c3 ELEMENTS LINEAIRES ET ANGULAIRES

Formule 237.
p—c_ "
A0, = ==
sin -§ cos §

Dans le triangle rectangle AO,Kj, on a
'AK, 0,K; -

A0, = 5o K.AO, = 8in K,AO,
A Or, d’aprés la deuxidme remarque
0, du numéro 54,
AK; =p—c;
i c d’ailleurs
- ‘A0, = T2
KA0, =53
et ObK; = rd,
Donc ‘
_p—c_ T
A= siné B osé
g %3
Formule 238.
0 — % _ 4R «n A
0'0, = cosé = 4R sin 3
2 .
On a

0'0, = A0, — A0/,
ce qui peut s’écrire, en tenant compte de 234 et 236,

00, =P _P=a__3

= A

A cos A
cos § Ccos 3 9
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et 'on a aussi
a

A= 4R sin %:
cos ?2:
puisque
a=2Rsin A, . (170)

Formule 239.
¢

C
= 4R cos 3

anb =

sin 3

Dans les triangles ;'ectangles
CO,K, et COK, on a

_ CKy, p—a
€0 =2o 0,CK, (_:’(5’)
2
_ CK, _p—b.
CO“_cosObCK,— . ¢’ (1)

en ajoutant

b ¢

2p—a—
0,0,= = 5

sin = sin =
2 2

. Formule 240.
4,9, sin A + q,.q, sin B+ ¢,g, sin C = 0.

Nous démontrerons d'abord le théoréme suivant :

TukorkME. — St d'un point M de la circonférence circonscrite
G un triangle on abaisse des perpendiculaires sur les cotés du
triangle, les pieds de ces perpendiculaires sont en ligne droite.
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Soient P, Q, R les pieds des perpendiculaires abaissées du
point M sur les cotés BC, CA et AB.
Je tire RP et RQ, et je vais montrer que

QRA = FRB.
Le quadrilatdére MRAQ est ins-
Q criptible, donc
y U QUA = QMA;
le quadrilatétre MRBP est aussi ins-
R criptible, done

PRB = PMB.
Tout revient donc a établir que

B P c OMA = PMB,
' \_/ ou, en ajoutant /é.\ces deux angles
le méme anéle\ AMP/,\que
QMP = AMB.

Or celte égalité résulte de ce que ces deux angles sont sup-
plémentaires de ’angle C.

La droite PRQ est appelée droite de Simson.

Il résulte de ce théordme que l'aire du triangle MPQ est
égale & la somme des aires des triangles MQR et MPR, ce
qu’on peut écrire

tr. MPQ = tr. MQR + tr. MPR.

Or,
tr. MPQ = % MP.MQ sin PMQ = % MP.MQ sin C,
tr. MQR = % MQ.MR sin 61\?3:% MQ.MR sin A,
tr. MRP:% MR.MP sin RMP — % MR.MP sin B.

On aura donc
MP.MQ sin C = MQ.MR sin A +~ MR.MP sin B. ()

Or, d’apreés les conventions établies, ¢,, ¢,, ¢, représentent
‘les coordonnées trilatéres du point M (voir numéro 12), c’est-
d-dire, par exemple, que ¢, est un nombre algébrique dont
la valeur absolue est la mesure de la distance du point M au
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cdté BC et le signe est le signe -+ si le point M est par rap-
port 3 BC du méme cété que le point A, et le signe — dans
le cas contraire.
On aura donc ici
Mp=qa’ MQ=qb' MR = —g¢,.
La relation (z) devient alors

949, sin A+ g.q, sin B+ q,g, sin C = 0.

Formule 241.

, A B .. C
\/, cos 3T/, cos §+\/‘1c cos 7 = 0.

Soit M un point du cercle inscrit au triangle ABC. Abaissons
de ce point les perpendiculaires MP, MQ et MR sur les cote3
BC, CA et AB. Considérons le triangle formé par les points de
contact A’, B, C' et abaissons de M les perpendiculaires
MP’, MQ’ et MR’ sur les cotés B'C/, C’'A’ et A’Bf.

B N P C

Nous avons démontré dans le numéro précédent la relation

MP'.MQ’ sin C' = MQ'. MR’ sin A’ + MR’.MP' sin B'; (2)

A’, B’ et C' désignant les angles du triangle A’'B'C’ et en sup-
posant que le point M soil sur I'arc A'B'.

Je dis quel'on a .
MR” = MP X MQ.
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En effet, les quadrilatires MR'B'Q et MR'A’P étant inscrip-

tibles, ona
ORM = OB'N,
PR = AR
Or,
OBM = MA'R’,
comme ayant méme mesure ; donc
ORM = MPR’;

de plus, les deux angles QMR' et PMR’' sont égaux comme
suppléments des angles CB’A’ et CA’'B’' qui sont égaux ; les
deux triangles QMR' et PMR’ sont semblables, et I'on a
MR _ MO
MP ~ MR’
d’'od ,
MR" = MP X MQ = 9a%s.
On en déduit
MR’ = /4,45
MP’ = \/q,q.,
MQ' =\/q.q..
En remplagant dans la relation (), il vient
q;\/q_ﬁ; sin ¢/ = q;‘ /q’bq’c sin A’ + 'R /qc' g, sin B';
ou, en divisant par \/qa’ A
g, sin C' = /¢, sin A’ +/q; sin B".
Or I'angle A’ est égal 4 'angle AB'C’ comme ayant méme me-
sure ; donc

On aura de méme

,_ ™ A
N=3—3
, T B
et B—é—é"
,_m_G,
C‘—2 2°

la relation devient
; A ; B G
V9, cos §+\/9b €os g—4/q, €08 5 = 0.
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Si le point M est sur I'arc A'C/, on aura
—~ A B .G
V9, cos —2—\/52 cos §+\/q_c cos 5 =0,
ct enfin, sile point M est sur I'arc B'C’, on aura
. A . B ;G
—\/q, cos —2-+\/§; cos §+\/q_c cos 5 = 0.

On peut donc conserver la formule 244, 4 condition d’affecter
du signe — 1'un des radicaux.

Formule 242.

__besinA

S 2

A Dans le triangle ABC on a
2S = AC X BD' = b X BD'".

Or, dans le triangle rectangle ABD', on a
BD'’ = ABsin A =c¢sinA;

B C donc
2S = be sin A.

Formule 243.

S___a’sinBsinC
T~ 2sinA

De la formule 470 on tire

a sin B a sin G

= SinA €= sin A 3
en remplagant b et ¢ par ces valeurs dans la fofmule 242, on
a le résultat demandé.
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Formule 244.
__abc?* sin(A—B)

5= 2(a* — 83)

On a .
a sin B = b sin A, : (170)
a? sin®* B = 6% sin? A,
al(t — cos* B) = b2(1 — cos? A),
d’ou
as — b® = a* cos® B— 6% cos? A
= (a cos B+ b cos A)(a cos B— b cos A)
= ¢.2R(sin A cos B —sin B cos A) 471)

= 2Rc¢ sin(A —B).

On en déduit
sin(A—B) _1_ _ 2_S_ . ™
a@—0b  2Re  abed’

g _ abetsin(A —B)
T %at— b )

d’od

Pormule 245.

(a® — b2) sin A sin B a? — b2

S = S (A—D 2colgA—cogB)

Nous avons établi au numéro précédent

ad— b2
SLA—B)
donc ( ;
a®— b?) sin A sin B . .
Ssn(A—B) = Resin A sin B
‘*Rc.ab _’abc S .
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Cetle formule peut aussi s'écrire
a® — b2

§= 2(colg A — cotg B) ;

N Lad

on peut obtenir sous cette forme par un autre procédé. On a,

en effet,
2S = be sin A,
ou
4S cotg A = 2bc cos A.
La formule 472 peut alors s’écrire

a® = b* 4 c* —4S cotg A,
de méme
b*=c2+ar—4S colgB;
retranchant membre 4 membre, il vient
a' — b3 = b* —a® — 4S(cotg A — cotg D),
ou '
a®— b* = 2S(cotg A — cotg B), -

d’ou I'on tire la formule demandée.

Formule 246.
g = at+br—¢?
- it A+B—C’
R
Ona
a?+ b — ¢* = 2ab cos C,
A+B—C T
tg ———— = - — =
g 3 tg(2 C) = cotg C,
d’ou

a5 —¢?
A+B—C
8 ——

= 2ab sin C = 4S.

(172)
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Formule 247.

S = %\'/a’b'c’ sin A sin B sin C.

-

>Ona
S—ibcsinA S—icasinB ' S—iabsinC
=32 ’ =3 ’ =2 a

Multipliant membre & membre et extrayant la racine cubique,
on a la formule demandée

Formule 248.

A, B, C
S=ptgstes 85

Ona S = pr, (%)
A B, C

en remplagant r par sa valeur, il vient

A B GC
S=p=tg—2-tg§tg2—-

Formule 249.

S= abe cos A cos B cos C

T op 2 22
Ona A .

B C 1/, . .
g Cosz cosg =7 inB + ) 4
cos'2 €os 5 cos 5 4!(sm A +sinB ~+sin C) (112)
_P. \
T AR (200)
par suite,
abe A B C abe
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Formule 250.

S =\/abc sinésxings’.inC
= psing singsing

———

De 196 on tife/

sinA i *B inC-——
g Mg sl = R

d’ou
abe siﬁAsingsinC—abc r =
pengshgsng =R -Pr="5
Formule 254, -~ .~ °
— P
5= ot A+cctt B+cot (—:
83 §g 083
Ona

' B C
colg g -+ cotg g -+ cotg g = cotg% cotg 3 cotg 3 (149)

=2 : (197)
r’ -
par suite, ‘
L Y L
cotg 2+ cotg cot(_]_P‘—pr._g' L
082+ .32+ g2‘ | .

Formule 252.
S — a’—+ b2+ c?
"~ 4(cotg A+ cotg B+ cotg C)

Dans le numéro 245 nous avons établi les formules
a? =52 + 2 —4S colg A,
0* = ¢* + a®— 48 cotg B,
¢ = a®+ b*— 4S cotg C;

Rel. ent. élém. triang, 13
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ajoutons membre & membre, il vient

a* + 0% + ¢ = 2(a*+ % + ¢*) — 4S(cotg A + cotg B+ cotg C);

d’ou .

S = at + 6%+ ¢? .
4(colg A + cotg B+ cotg ()

Formule 253.
a? sin 2B + 6% sin 2A
S = .
4
Ona
a® sin 2B 4- 4% sin 2A = a? sin B cos B+ 42 sin A cos A
4 2
- a*h cos B+ 6% cos A
- 4R
_ablacosB+bcosA) abe _ S
- 4R . T 4R T
Formule 254.

= 2R? sin A sin B sin C. -

La formule 202 donne

. P
sin A sin B sin C = R
donc 2R?sin A sin Bsin C = pr = 8.

Formule 255.

S = Ra sin B sin C.

Cette formule s’obtient en remplagant dans la formule pré-
cédente 2R sin A par a.

.
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Formule 2586. -

. A.B_ _C
S = 4Rp sin 5 sin - sin 2.

La formule 496 donne

sinﬁsinBsinC— .
2772772 R’ . Co
on en déduit
. A, B . C r-
ﬂlguu.; sin g sin 5 = 4Rp — =pr==_.

Formule 257.

S = %(a cosA+bcosB+e¢ c-sﬂ)

La formule 192 dohng : PR s

@ €08 A-+bcos B+ ¢ cos C=4R sin A sin Bsin C
donc

g(acosA+bcosD+qcos Q>=2B’sinAsinBsin‘C= S

d’aprés la formule 254.

’

Formule 258. »
S = Rr(sin A + sin B +-sin C).

"De la formule 200, on tire -

sin A+ sin B+ sin C = %.
d’olt o
' . Rr(sin A4 sinB+sin C) = pr =S, |

¢
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9 \ Formule 259.
S=§ R*[sin®A cos(B—C)--sin*Bcos(C—A) +sin’Ccos(A—B}].

D’apfés la formule 469, le second membre peut s’écrire
2R? sin- A sin B sin-C,
et cette expression est égale 2 S d'apreés la formule 254.

Formule 260.
" § = Rk, sin A.

Ona A
a.
S=—2-?'
et ' a=2Rsin A;

en multipliant membre & membre, il vient
_— "~ S=Rhk,sinA. "

e PPN ¢

Formule 261. .
S = S'LR (a’h; coséc A + b°hj, cosée B¢t coséc C). -

La formule 240 donne
k, = 2R cos A;
par suite, ' SRR

a*h/cosécA =a*.2RcosA. :-1’ :-u’.ZRcosA.2—R = 4R%cosA;
sin A a

de méme, on obtient L
b*hy coséc B = 4R%) cos B,
'¢3h, coséc G = 4R% cos C.
En ajoutant, on a
a*h) coséc A —+ b*hj; coséc B -+ c*h) cosée G
= 4R%*a cos A+ b cos B+ ccos C),




ELEMENTS LINEAIRES ET ANGULAIRES 481
ou, en tenant compte de 257,

a*k, coséc A - b2k}, coséc B+ c*h, coséc C = 8RS,
d’ou I'on lire la formule demandée.

Formule 262.
m}+mj-+m

8= 3(cotg A+ cotg B +colg G)'

La formule 29 donne
m; -+ m}-+m? = §<a’+ b+ c‘) ;
par suite, le second membre de la formule & établir est égal &
a! -+ bl _|_ C’

4(cotg A + cotg B + cotg G) ’
expression qui est égale & S en vertu de 252.

Formule 263,
9 sin A sin B
5=3 ("’3_'"3) Sin(A—B)

De la formule 28 on tire

matre e,
e 2 4
m _ e +at b
1="—5 4’
en relranchant membre 3 membre, il vient
a® — b?

@B 3(a— b
e 5. &

On tire de 13 a;'—b‘, et en remplacant dans la formule
245, ona

iy —m3 =

Ve 2 ' ,)-sin‘ A sin'B
S =3 (.'"3 ™a)sin (A —B)
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Formule 264. -
B—C
5

1 . A 1
= éla(b + c) sin 3= §Ia" cos

En tenant compte de la formule 212, on a
. A A . A 1, .
3 W(b+¢) sin 5 = be cos gsing = §bc sin A = S.

La deuxidme expression de S se déduit de la premiére &
'aide de la formule 178.

Formule 265.

A 1 . B—C
Szél,a(b—c)cos§=§lmasm 5" b>e

En tirant {,, dela formule 213 et remplagant, on a
1 A A A 4
élu(b —¢) cos o __.bc sin g cos g = 2—6c sin A.
La deuxiéme expression de S se déduit de la premiére a
l'aide de la formule 479.

Formule 266.

S = r2 cotg % cotg g cotg %

De la formule 495 on tire

cotg = cotg § cotg g

".l'B

dod A B G
2 pa -— 1 p =
r* cotg 3 cotg 5 cotg 3 = P! S.
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183
Formule 267.
A, B, G
— ] — — —
S = r2 colg 3 tgztgg
De la formule 227 on tire
B r
tg -2 tg § = ;‘;,
d’ou
B, C A
2 cotg 3 tg 3 tg 3= cotg 3= P (217)
ou
r,‘,cotg%tg%tg%:S.

On peut aussi établir cette formule en remplacant r, et les

tangentes des demi-angles par leurs valeurs en fonction des
cOtés, tirées des formules 38 et 176.

Formule 268.

S=nr co_tg%-J—%Rrsin A.

Remplagons r cotg% par sa valeur p—a tirée de 234,
et 2R sin A par sa valeur a tirée de 170; on a

S=r(p—a)y+ar=(p—a+a)r=pr=_.

Formule 269.
_ A
= rr, colg 3
La formule 247 donne

A .
. Tacolg=p;

e



184 ELEMENTS - LINEAIRES ET ANGULAIRES

par suile,
A
rr, eotg g=Pr= S.

Formule 270.
S=ry 185

De la formule 226 on tire

b cos 9 cos é

2 2
Ty = —————
COS§
OCOSéCOS
. 2°%73
e___—T_—’
COS§

en multipliant membre 3 membre, il vient

A
r.rc=bccos’§
o A A A

. i, .
rbrctg§=bccos§sm §=-2-bcsmA=S.

Formule 271.
__r*(sin A 4-sin B+4-sin C)*
— 7 2sinAsinBsinC

S

En tenant compte des formules 200 et 202, on a

p!
(in A+-sinB+sinC? _ R'  2p
sinAsinBsinC ~ pr  r’

R*
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par suite, "

r(sin A+sinBsinCF _ o
2 sin A sin Bsin G =pr=>5

Formule 272.
S = i-‘/2r.060c.0c04.0.06. sin.A sin B sin G.

Dans la Quantité sous le radical remplagons le  produit
0,0,..0,0,.0,0, par sa valeur 16R%p tirée de 83, et le produit
sin A sin B sin C par sa valeur % tirée de 202 ; ona
2r.0,0,.0,0,.0,0,sin A sin Bsin C= 2r.16R%p - L0
en extrayant la racine carrée des deux membres, et en remar-
quant que pr =S, on ala formule demandée.

= 16pr,

Formule 273.

s (p—a)* sin A + (p—b)* sin B+ (p —c)* sin G

2<sin’ ‘% + sin? % -+ sin? g)

Tracons le cercle inscrit qui touche ies cOtés du triangle aux
points K, K, K'; joignons
le point O’ & ces points,
nous décomposons ainsi le
triangle en la somme de
six triangles, dont nous
allons évaluer la surface,
en appliquant la formule
242 A ces triangles,

Aire AK'K'= -;—AK’.AK" sinA

-_—.%(p—a)’ sinA,
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et de méme pour les triangles BK'K et CKK'.
D’autre part,

aire O'K'K’ = % O’K'.0'K" sin K'O’K" = % r? sin A,

puisque le quadrilatdre O'K’AK” est inscriptible.

On a des formules analogues pour les deux aufres triangles
qui ont leurs sommets au point 0'.

On peut donc écrire

2S=(p—a)*sinA-+(p—b)*sinB+(p—c)*’sinC+r*(sinA-+sinB+sinC).
Or, d’apres la formule 200,
' r(sin A +sinB—+-sinC) = r*. %: -S[—:;

en remplagant, on a

28 = (p—a)*sin A+ (p— b)* sin B+ (p—¢)*sin C+%ra

ou
28 (i—-é%-) =(p—a)sin A+ (p—0bPsinB+ (p—ec)2sin C,
et en observant que le coefficient de 2S d’apras la formule 207
A B c
ind — in® — ind — ,
est égal & sin g +sin'g +sin'z, ona |
(p—a)? sin A + (p — b)* sin B+ (p —c)? sin G
2(sin‘ A ~+ sin? B -+ sin? E) .
2 2 2,

S=
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SCIENCES PHYSIQUES

Ouvragcs de M. . Basin, professeur agrégé au lycée de Lille.
. (Volumes 19/43, brochés ou cartonnés toile)

Physique et Chimie élémentaires (1~ Cycle, Division B): |
Physique élémentaire (classe de 4° B), vol. br. . . . . . 1 fr. 3¢
Chimie élémentaire (classe de 4° B),vol.br. . . . . . . ifr

Les deux parties réunies en un vol. cart. toile. . 2 fr. 50
Physique élémentaire (cl. de 3° B), vol. br. . . . . . . . 1fr.
Chimie élémentaire (classe de 3° B), vol. br. . . . . . 11fr. 25

Les deux parties réunies en un vol. cart. toile. . 2 fr. 50

Physique et Chimie (2* Cycle, Sections C et D):
Physique (classes de Seconde C et D). Br. 2 fr.50; cart. 3 fr. »
classes de PremiéreC etD). . . . . (Sous presse.
—  (classes de Mathématiques Aet B). (En prépa’ration.g
* Chimie (classes de Seconde C etD).Br. 1 fr. 80 ;cart. 2 fr. 25
— (classes de Premiére CetD). . . . . . (Sous presse.)
— (classes de Mathématiques A et B). . (En préparation.)

Eléments de Physique et Chimie (2- Cycle, Sections A et B):
Eléments de Physique (cl. de Seconde A et B), vol. br. . 1 fr. 60

) cart. 2fr. »

Kléments dePhysique(cl. dePrem. AetB).Br.1fr.50;cart. 1 fr. 90
— — SCI. de Philosophie A et B). (En préparation .
Eléments de Chimie (cl. de Philosophie A et B). (En préparation.

SCIENCES NATURELLES

Ourrages de M. E. CAUSTIER, professeur agrégé au Lycée de Versailles.
(Volumes 19/13, cartonnés toile) :

Zoologie : Cl. de 6° A et B. — Vol. de 324 p. avec 441 gr. . 2fr. 2}
Botanique : Cl. de 5° A, — Vol. de 324 p. avec &84 gr . . 2fr. 28
Géologie : Classe de 4° A. — Vol. de 152 pages avec 150 gr. 1 fr. 50
Botamique ot Géologie : Classe de 3 B.- . . . .. . . ... 3fr. »
Histoire naturelle appliquée: Classe ae 3°B . . . . . c. 21,26
Conférences de Géologie : Classes de Seconde A, B,CetD. . fr, 78
Anatomie et Physiologie animales et végélales (Edition A) : Classes de

Philosophie, Mathématiques élément., Philos. A et B et Mathém,

A et B. — Vol. 16/11, 6e édition. . . . . . I B { P )
Paléontologie animale (Notions dej. — Vol. 16/44 . . . . . 1 fr. »

Langues vivantes.
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LANGUES VIVANTES
““SPRICH DEUTSCH ”. Gesprachs- und Lesestoffe

Ein Hulfsmittel sur Erlernung der deutschen Umgamgssprache,
nach dem neuen Lehrplan verfaft, von Georg Stir, Sprachlehrer,
und E.-B. Lang, Professor am Gymnasium Janson-de-Sailly und
an der Militérschule zu Saint-Cyr. — Vol. 18/12°m cart. toile :

I. — BErste Stufe, fiir die Sexta . . . . . . . . 1fr. 2
I, — Zweite Stufe, fiir die Quinta . . . - . . . . 4 fr. 25
111. — Dritte Stufe, fdr Quarta u, Tertia. . . . . . . 4 fr. 50

“SPEAK ENGL/SH . Little Chats

A help to learn conversational English, drawn up after the new
method of teaching, by A.-A. Liéaux-Woop and E.-B. Lang, Pro-
fessors of Languages at Janson-de-Sailly, University of Paris.

I. — 1% Degree, for the 6* Form. . . . . . . ., 1 fr.25
II. — 2 Degree, forthe 3 Form . . . . . . . 4fr. 25
IIL. — 3™ Degree, for the 4 and 3¢ Form . . . (Sous presse.)

’ Journal-Revue d'enseignement des langues
Les Clnq Langues ™ Aiemande, Angfaise, Esp %le,
Francaise et Italienne), s'adaptant a toutes les méthodes ; a I'usage
des éleves de tous les établissements d'instruction et des personnes Jui
désirent se perfectionner dans I'étude des langues étrangeéres.
Revue bi-mensuelle de 40 pages illustrée, format 25/16°m,

Rédacteur en chef : B.-Henry Bloch, agrégé de I'Université,
professeur au lycée Voltaire.

Tarif des abonnements :
Abonnements & . . .| 1 1angue | 2 langues | 3 Jangues | 5 langues

France . . . ... .] 330 5fr » 61,50 8fr »
Etranger . . . . . .| 450 6fr » 7,50 10fr »

- PETIT TRAITE MATHEMATIQUE ET PRATIQUE

DES OPERATIONS COMMERCIALE
ET FINANCIERES

L Arithmétique commerciale et Anancicre. — II. Algébre financiére,
. ;\?‘;‘?‘R‘;\? :;c;; ;ees‘ szi.:gggnmathémaﬁlgnes, professear
au lrede Carnot. & Tunis .

> s dr 111 iale et financiére, volume de

T e o vures dane 14 texte. | & &, 50

Tome Il : Algébre financiére. . . . . . .. . (Ewpréparation.)
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'L’Education Math‘ématique

JourNaL 28/22em, PARAISSANT LE {°f ET LE {5 DE CHAQUE 'MOIS ET PUBLIE PAR

Ca. Brocak, ancien éleve de-I'Ecole normale, professeur agégé au lycée
* Louis-le-Grand, et H. Vusent, rédacteur du Journal de athématiques

" élémentaires. — Abonnement annuel, France, 5 fr. ; Etranger, 6 fr.

Ce journal s'adresse aux éléves des lycées de gargons et de jeunes filles, aux*
€leves des écoles primaires supérieures, des écoles pratiques de commerce et d%n-
dustriq et des écoles normales ; — aux aspirants et as?lrantes au certificat d’étu-.
des primaires supérieures, aux certificats d'études pratiques industrielles et com-
merciales, au brevel supérieur, — aux candidats aux- écoles d’arts et métiers,
des mécaniciens, d'agricullure. de commerce. etc.

JOURNAL DE MATHEMATIOUES ELEWENTAIRES

publié par H. VUIBERT (28° anndée). '

JoURNAL 28/22em avec figures et épures dans le texte, paraissant le {or et
le 15 de chaque mois. — Abonnement, France, 5 fr., Etranger, 6 fr.
‘adresse aux candidats aux écoles et aux baccalauréats d'ordre *
Sc&%l’?&gg: letsaux éleves qui doivent plus tard étudier les sciences. Le journal
propose des problémes (notamment tous ceux qui ont été posés dans les examens
et concours), il publie les meilleures solutions regues, avec les noms de leurs au-
teurs, les autres bonnes copies sont signalées & la suite. .

ELEMENTS DE

. METHODOLOGIE MATHEMATIQUE

2 lusage de tous ceux qui s'occupent de mathématiques élémentaires; -
comprenant : o

1° Des considérations générales sur les mathémaltiques élémentaires et leur
enseignement ; .

Qo Un résumé raisonné des théories arithméliques, algébriques et géomé~

. ues ; . .

3*'"(;?; exposé des-méthodes ot des pracédés de démonstration et de résolution
des questions élementaires de mathématiques ; . .

4o L’application de ces méthodes a plus de 500-questions.

par M. Davzat, Inspecteur d’Académie.— Un beau volume 22/1om, de 1100
pages, avec figures, br. 10 fr., relié 1/2 chagrin, 12 fr. -

ANNUAIRE DE LA JEUNESSE

Par H. Vuisert (i3° année). — Un beau vol. {8/420m de 1116 pages; bro--
‘ché, 3 fr.; cartonné toile rouge, titre doré, & fr. )
vrage est appelé a étre entre les mains de tous les jeunes gens de dix & .
vir?:tfc?l:lq r:gs désil‘e‘lfx de s'instruire et de tous les péres de famille soucieux de
l'éducation et de I'avenir de leurs enfants. . , o ]
La premiére partie : INSTRUCTION, est un guide comme il n'en avait jamais été :
ublie. Il pourra servir aux péres de famille a diriger ou & surveiller les études de
eurs enfants. En méme temps, il sera consulté par les personnes qui ont besoin
d'avoir sous les yeux un tableau rapide, mais complet, de notre outillage scolaire.
La seconde partie : EcoLes spéciaLes, se distingue tout & fait, par son caractére
et le champ qu'elle embrasse, des ouvrages qui ont été publiés jusqu'a présant sur |
les-grandes écoles du Gouvernement. Les pelites écoles y sonl passées en revue :
aussi bien.que.les grandes, etle point de vue historique est laissé de coté; au
contraire, on insiste sur les moyens de préparalion & chaque école et sur la nature
des débouchés- qui s'offrent 4 la sortie. 3

" La nartie : CARRIERES RT PROFE8SSIONS (sous presse) : br. 3 fr., cart. 4 fr.

J

.
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Algébre, 4 lusage des candidats & I'Ecole Centrale, par P. Areew,
membre de I'lnstitut et A. Guévy, professeur agrégé (cours de Centrale)
au lyoée Saint-Lounis. — Un vol. 22/14cm,

. : : (En préparation.y

Compléments d’Algébre et notions de Géométrie analytique,
par A. Macé ve LieiNay, professeur agrégé au lycée Heari 1V, 4° édition. '
- In wvnl 22/44am R T T T & fr. 50

Cours d’Arithmétique, A I'usage des candidats au baccalauréat et aux
écoles, par A. TaRrTINVILLE. — Un vol. 22/14em, 3¢ dition . . . 5fr. »

Théorle des équations et des inéquations (théorie du second degré)
par A, TarTiNviLLE, — Vol. 25/16¢®, 2¢ édition . . . . . . .. 3fr. 50

Géometcie unulg:lque (Eléments de), par E. DessenoN, professeur.
agrégé au lycée Saint-Louis. — Un volume 22/14em, 2* édition. 7 fr. 50

Résumé de Géométrie- e & deux et & (rois dimmsiozc‘.r-par
»

Cours de Géomaétrie descriptive, & 1'usage des candidats aux écoles

Centrale, Polytechnique, des Ponts, des Mines, par X. Anvomani, docteur.

&8 sciences, srofesseur agrégé au lycée Carnot. — Un volume 25/16=
avec épures dans le texte, 2¢ édition, augmentée. . . . . . . 10 fr. »

Mécanique (Lecons de), A I'usage des candidats a I'Ecole Centrale, par-
X. AnTouanl, professeur agrégé au Lycée Carnot, et E. Humsknr, ;rofes—
seur agrégé au lycée Lonis-le-Grand.— Un volume 22/{4em, , . fr. »

Lecous de Statique, 2 l'usage des éleves de Mathématiques spéciales,
par E. Carvavro, docteur &s sciences.— Un vol, 22/44em ¢ édit. 2fr. »
Apgtroximauons numériques. Théorie et pratique des Calculs appro-
chés. a I'usage des candidats aux écoles Navale et Centrale, par J. -Grigss
professeur agrégé au lycée Charlemagne. —Vol. 22/14cm de 65 p. 1 fr. >
Notions complémentaires sur ies Courbes usuelles, par P. Bar-
BANN, professeur agrégé au lycée de Bordeaux. — Brochure 22,14
avec 26flg . . . L. L. L. 0fr. T%

Problémes de Géométrie analytique G deuxr et 6 trois dimensions,
par E. Mosnar, professeur agrégé au college Rollin. — Tome I, 6 fr.
chacun des tomes 1l et i1I. . . . |, P e

Questions d’Algebre, a I'usage des candidats aux écoles Polytechnique,
Normale, Centrale, etc., par G. MavrIN.— Un vol.25/46m . . . 5fr, »

Les Exercices d’Algébre, du méme auteur, & l'usage des éleves de
{re année de l;ghémati ues spéciales, se vendent 2 fr.

Problémes et Epures de Géométrie descriptive, par N. Caaaruir. —
ire Partie. Vol. 25,16cm, 2« édition avec épures dans le texte. 5 fr. »

Recueil de calculs logarithmiques, & Pusage des candidats aux écoles

du Gouvernement. par P. Barearix. — Un vol. 28/22m . 3fr. 50
Problémes de baccalauréat, par H. Vuiseat et E. Botant, 3 &dit. :
1. Mathématiques, par H. Vuisrar. — Vol. 22/14em . . | . 5fr. »

IL Physique et Chimie, par E. Bouaxr. — Vol. 22/44em , _ . . 3fr. »
ogrammes pour tous les examens, tous les concours, toutes les ecules.
(Consulter le Catalogue ou I'Annuaire de la Jeunesse.)

Exécution des épures et lavis (Instructions et conseils), 7 édi-

tion avec 238 figures dansle texte. . . . . . . ... .. .. . i1fr. »

Cette brochure, écrite par une sommité de I'enseignement du dessin, rendra les
plus grands services aux jeunes gens qui apprennent le dessin graphique; elle
est indispensable A ceux qui se destinent aux écoles spéciales.

Tracé des Ombres, & I'usage des candidats a I'Ecole Centrale, par
J. Gerrroy, répétiteur i I'Ecole Centrale. — Un vol. 25/ 16c= avec 97 figures
oucpuresdansleteste. . . . . . ... ... ... ... 3 fr. 50

Bar-le-Duc. — Imprimerie Comte-Jacquet, FacpocrL, Dir.
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Ouvrages de Mathématiques
conformes aux nouveaux programmes
de l'enseignement secondaire.

Eléments de Mathémaliques (Ciasses huéraires), par A. Grévy.

(Volumes 48/12, cartonaés toile) :

Fléments d’Arithmétique : classede 3¢ A. . . . . . .o 41 fr. B
Eléments d’Arithmétique ot Notions d’Algébre : cl. de 3¢ A. 2 fr. »
Eléments d'Algebre : classes de 3¢ A et4*® AetB. . . 1tr. 75
Eléments de Géométrie : classes de 4eet3eA. . . . . . 1 fr. 50
— - classes de 2e et i AetB. . . 4 fr. 28
Les deux parties réunies en un seul volume. . . 2 fr. 25
Rléments de Cosmographie : classes de Premiére A et B, par A. Gri-
GNoN. — Joli volume illustré, avec 12 planches hors texte et
carte céleste. (Sous presse.)

Cours de Mathématiques (Ciasses scientifiques), par A. Gatvr :

Arithmétique : classe de 4¢B. . . . . . . . . . . .. {fr. 75
Algdbre : classes de 4*Ba i CetD. . . . . . . . . 2 fr. 50
—  classes de Mathématiques A et B, . . . (Sous presse.)
Géométrie : classes de 5eda 3eB . . . . . . .. .. 2 fr. 2%
— classes de 2 etiD . .. . ... ... 1 fr. 23
Les deux parties réunies en un volume. . . . . 3fr. »
Géometrie : classes de 2eet 4 C. . . . . . . . . .. 1 fr. 50

Trigonométrie : cl. de 2¢ et 1™ C et D et Mathém. A et B. 2 fr. 50

Traité de Cosmographie, par A. GRIGNON. — 2 vol. 22/14°™ :

I. Classes de Premiére CetD . . . ., . . . . (Sous presse.

II. Classes de Mathématiques AetB, . . . (En préparation.

Traité de Mécanique, par C. GuicHaRD, professeur & I'Université de
‘Clermont. — 2 volr.' 22/14°m ;

I. Cinématique ; Classes de i CetD . . . . . . . 1 fr. 50

II. Cinématique, Statique et Dynamigque ; classes de Mathéma-

tiqunesAetB. . . ... .. ..... (Sous presse.)

Traité de Géométrie descriptive, par T. CroLLET, professeur agrégé au
lycée d’Orléans. — 2 vol. 22/14°= avec épures dans le texte :

Premiere partie : cl.de 1 CetD. . . . . ... .. 2fr. »

Deumiéme partie : cl. de Mathématiques A et B. (Sous presse.)

Formulaire (Mathématiques, Physique, Chimie), 9¢ édition. — Un vol.
format de poche, avec pages blanches pour notes, br. 1 fr. »
cart. . . .. Lo e . . 4 fr. 50

Formulaire (Algébre, Trigonométrie, Géométrie analytique). & I'usage
des éleves de Mathématiques spéciales. — Un vol. 22/12°m cart.
toile, avec pages blanches pout notes, broché, 2 fr.; cart. 2 fr. 50

Problémes de Baccalauréat. — Vol. 22/44cm :

Mathématiques, par Vuisert, 3¢ édition. . . . . . . 5fr. »
Physique et Chimie, par E. Bouanr, 4e édition. . . . 3 fr. »

Bar-le-Duc. — Imprimerie ComteJacquet, FacpousL, Dir.






















